Aritmetica modulare

Pref. Giudeppe Capute
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Iniziamo da alcune nozioni di base.

Definizione: Assegnati gli interi a, b € £, dire che a divide b oppure che b ¢ un multiplo di a, vuol
dire che esiste un intero ¢ € Z tale che b = a - ¢. Se usiamo il simbolo @|b per indicare che a divide
b (da non confondere col simbolo di frazione), cio si sintetizza in

def .
alb &= b =a-c, conc & Zopportuno intero

Tra 1 divisori di un intero a vi sono i divisori banali a, -a, 1, -1, potendo in genere esserci degli altri.

Definizione:Un intero p € £ non nullo e diverso dall’unita positiva o negativa si dice primo se i
suoi unici divisori sono quelli banali.

Definizione: Si dice che due interi non nulli @, b € £ hanno I’intero d € £ per massimo comun
divisore, se d &€ un divisore comune di a e b, nel senso che divide entrambi, inoltre tra i divisori ¢
comuni di a, b, d & il massimo ovvero il piu grande, significando questo che d ¢ multiplo di ogni
divisore comune c di a, b. In simboli, se a,b,cE £

( 1) dla A dlb
{ Dyelahelb=cld

Per indicare il M.C.D.(a,b) di due interi a e b, useremo la notazione (a,b) da non con fondersi con il
simbolo di coppia ordinata. E’ ovvio che se d € il massimo comun divisore di a,b allora anche —d lo
e.

Definizione: Due interi a, b € £ si dicono relativamente primi o primi tra loro o coprimi se
(a,b)=1, ovvero se il loro massimo comun divisore € 'unita, per cui a e b non hanno divisori comuni
propri ( cioé diversi dall’'unita).

E’ ovvio che coppie di numeri primi sono anche relativamente primi avendosi (p,q) = 1, ma non &
detto che se due numeri sono relativamente primi allora sono primi, come nel caso di (4,9) =1,
dove 4 e 9 non sono primi. Vale il seguente,

Teorema fondamentale dell’Aritmetica (scomposizione in fattori primi)

SeneZ—{0,—1,1}alloraset e ™ vale ed & unica la scomposizione di n in fattori primi

o

n= Tl pleop,
dove i fattori p**, p7, ..., ;"del prodotto sono numeri interi primi positivi.

Nota: Si definisce minimo comune multiplo di due interi a,b, e si indica col simbolo [a,b], un
multiplo comune ai due interi che risulta il piu piccolo dei multipli comuni nel senso che e
sottomultiplo di tutti i multipli comuni ad a e b.




Lemma di Euclide: Se n,a, b £ £ sono tre interi non nulli, si ha che n, dividendo il prodotto ab,
risulta primo con a, allora necessariamente n divide b, cioé

nlab,(n,a) =1=mnlb

Teorema di Euclide: Se il numero primo pe Z divide il prodotto ab con a = b £ Z, allora p deve
dividere almeno uno dei due fattori a,b, cioé

plab,p primo=pla¥ p|b

Da questo segue che se p divide il prodotto di piu interi a4, a,,...,a,, con n €M, allora p divide
almeno uno dei fattori @, {i = 1,2, ..., 1)

Dimostrazione: Se p € primo, allora, essendo a = b, si ha che o p & primo con a, oppure p €
primo con b, ma, dividendo il prodotto per ipotesi, non pud essere contemporaneamente primo con
entrambi , perché per il lemma di Euclide, se p € primo con uno dei due interi a o b, dividendo il
prodotto ab, necessariamente deve dividere l'altro, e cid prova la prima parte del teorema.
Considerato ora il prodotto a4 - a; - ...- a,,, CON n € K, associamo le parentesi con due elementi alla
volta in modo che possiamo applicare iterativamente la prima parte del teorema. Allora, in n — 1
passi, p dividendo il prodotto (a;)- (a;+1- ..-a,), con (i = 1,2,...,n — 1}, p divide o il primo fattore
oppure il secondo, conseguendone che p deve dividere almeno uno dei fattori a;.

Proposizione: Si ha che ne Z & primo col prodotto ab se e solo se n & primo sia con a che con b,

nab)=1=nha =1A{nb) =1

Dimostrazione: La condizione € necessaria perché se n & primo con ab, allora essendo

(n,ak) = 1, n non ha fattori comuni con ab e quindi né con a né con b, donde

(n,a) = 1e (n,b) = 1, per cui n risulta primo sia con a che con b. La condizione ¢ sufficiente
perché, supposto n primo sia con a che con b, per cui (n,a) = 1e {n,b) = 1, se per assurdo n non
fosse primo col prodotto ab, allora dovrebbe aversi (n, ab) = 1 e quindi esistere un numero primo p
tale che p|n e p|ab. In particolare allora si avrebbe che p|a oppure p|b, per cui p sarebbe un
fattore comune sia alla scomposizione di n che a quella di a o di b, contro il fatto che per ipotesi n
e primo sia con a che con b. Di qui I'asserto.

L’orologio di Gauss

concetti base dell’ aritmetica
orologio punta sulle due:

Circa duecento anni fa, K.F.Gauss introdusse 1
modulare. Se la lancetta delle ore di un

12 ore dopo, la lancetta punta sempre sulle 2 (abbiamo fatto un
completo). Quindi aggiungere 12 non cambia niente al numero

giro
delle ore:

2+12:=2.
| matematici, per indicare che stanno contando le ore su un orologio a 12 ore, scrivono:

2+12=2(mod12)  oppure 2+12=2(mod 12)

(da ora in poi useremo questa seconda notazione).



Anzi, se facciamo un numero qualsiasi, n, di giri, la lancetta puntera sempre sulle 2:

2+12n =2(mod 12)

Invece 14 ore dopo la lancetta puntera sulle 4:

Strano pero perché: 2 + 14 = 16 e non 47!

In realtad non & cosi strano perché:2 +14=2+(2+12)=(2+2)+12=4 + 12 =4 (mod 12)
Stiamo contando "modulo 12"

Se aggiungiamo 47, cosa succedde?

Per vederlo si divide 47 per 12: 47 = 3-12 + 11. Aggiungere 47 € come aggiungere 11, quindi: 11 + 2 = 13,

ma 13 =1 + 12. Finalmente 47 + 2 = 1 (mod 12).cioe

47+2=3-12+11+2=3-12+12+1=4-12+1=1(mod 12)

Vediamo che per il numero delle ore, quello che importa non ée il
numero n ma il suo resto nella divisione per 12. Ci sono 12 resti
possibili: 0, 1, 2, ..., 11. Sono le ore dell'orologio (12 =0 (mod 12))

Altri orologi.

Possiamo considerare orologi con un numero diverso di ore, ecco, per esempio, un
orologio con 7 ore (come i giorni della settimana)

Con questo orologio: 2 + 20 = 1 (mod 7)
Scriviamo (mod 7) per indicare che stiamo usando un orologio con 7 ore.
Infatti: 20 =27 +6=6(mod7)e2+6=8=1(mod 7)

(Se 1 = Lunedi, 2 = Martedi, ..., 0 = Domenica e se aggiungo 20 giorni a un Martedi, viene
un Lunedi.,poiché 20+2=2-7+6+2=2-7+7+1=3-7+1=1(mod 7) )

Lsercizio: Se oggi € mercoledi 6 dicembre, in quale giorno della settimana é Natale?
Risposta:

Sommando 25 - 6 = 19 giorni a 3 = mercoledr , si ha 3+19 =22 = 3-7+1, da cui 22 = I (mod 7)

essendo rest(22,7) = 1, quindi essendo 1 = lunedi, si ha che Natale viene di lunedr,

Chiaramente possiamo considerare orologi con un numero n qualsiasi di ore.

-



Per riassumere:

e La scrittura a =b (mod n) significa che a e b hanno lo stesso resto nella divisione

per n (dopo avere aggiunto a ore, la lancetta dell'orologio con n ore puntera alla

stessa ora che se io avessi aggiunto b ore). Dire che a e b hanno lo stesso resto

nella divisione per n significa che a-b e divisibile per n (a = kn+r k€ Z p=tn+r,
t€ Z dove0=r<nQ<r<n, quindi a-b=n(k-t))

o Dire che a =r (mod n), con 0= r <n, € equivalente a dire che a é della forma a =

kn+r (un multiplo di n piu r).
Precisiamo:

Definizione : Si dice che due interi a,beZ sono congrui modulo n e si scrive

a=b (modn)

se la loro differenza & un multiplo di n, ovvero se esiste un opportuno intero
qeZ tale che risulti
a—b =q-n.

Se cio non si verifica i due interi a,#b si dicono incongrui modulo n e si scrive

aZb (mod n)

Nell'insieme Z dei numeri interi la congruenza & una relazione di equivalenza.
poiché si prova facilmente che gode delle proprieta

1) riflessiva: a=a(modn) yacz

Infatti 706Z/a —a = 0-n.>nfa — a=a=a(mod n)

2) simmetrica: @ =b(modn) = b =a(modn) va bez

Infatti a=b(mod n) =nfa — b=nh — a=> b=a(mod n),per la proposizione7 pag.1 cap |
3) transitiva: a=b(mod n),b =c(mod n) = a =c(mod n) VYa,b,ceZ

Infatti

a=b(mod n)Ab=c(modn)=>nfa—bAnh—cza—-b =k-nAb—c = h- nk,heZ=a—c
a—b-b—c)=k-n— h-n=(k—-—h)-n=n/a—c.

Per quello che riguarda le classi di equivalenza diremo dopo,osservando che ci
possiamo limitare a considerare congruenze solo per n>0 poiché a=b (mod n) <a —

b =n-q = (—n)(—q) = (—n)q’e a=b (mod — n), inoltre ¢ immediato verificare che
a=b(modn) & (—a)=(—b)(modn).

@



Indicato con rest(a,n) il resto della divisione di a per n, si ha h

Proposizione: SeaeZ, neN, siha

a=rest(a,n) (mod n)

Dimostrazione:

Per il teorema della divisione pag.5 cap. | dividendo a per n, sihache dqeZ / a = qX
n + rest(a,n),0<rest(a,n) <n=a — rest(a,n) = q X n= a=rest(a n)(mod n)

Per semplificare la notazione di congruenza modulo n, da ora in poi invece di scrivere a = b(mod n)

, scriveremo semplicemente a = b salvo i casi in cui tale notazione abbreviata possa generare
confusione.

E’ fondamentale la seguente

Proposizione:

a=b (mod n) < rest (a,n) =rest (b,n)

Dimostrazione:

La condizione & necessaria perché sea =b, da a =rest(a,n) e b = rest(b,n) ,segue ,applicando la

proprieta simmetrica e transitiva, che

[rest(a,n) =alAla=b]A[b=rest(b,n)] = rest(a,n) = rest(b,n) < rest(a,n)—rest(b,n) =kn,ke Z
intero opportuno, da cui si ha:

[0<rest(a,n) <n]A[0<Lrest(b,n)<n]=[0<rest(a,n)—rest(b,n)<n]|=[0<kn<nke Zl=k=0=

= rest(a,n) —rest(b,n) =0 = rest(a,n) = rest(b,n) .
Viceversa la condizione ¢ sufficiente poiché,dall’ ipotesi e per la proprieta simmetrica e transitiva ,si ha

[rest(a,n) = rest(b,n)|Ala = rest(a,n)]A[b=rest(b,n)] = [rest(a,n) = rest(b,n)| Ala = rest(a,n)] A



Alrest(b,n) =b] = [a =rest(a,n)|Alrest(a,n)=b]=a=b.

Proposizionel: a=b (modn) = k + a=k + b (mod n) A ka=kb (mod n), VkeZ

Dimostrazione: Si ha k + a=k + b(mod n) osservando che (k+a) — (k+b) = a—b;
analogamente si ha ka=kb(mod n) poiché ka — kb = k(a —b).

Osservazione: In generale per la moltiplicazione non vale I'implicazione opposta che risulta

valere solo quando k ed n sono relativamente primi. Infatti si ha:

Proposizione2: ka=kb (mod n), (k,n) =1 = a=b (mod n)

Dimostrazione: ka=kb(mod n), M.C.D. (k,n) = 1=nlka — kb=n|k(a — b)=nla — b= a=b(mod n)

La proposizione seguente mostra che |a relazione di congruenza risulta chiusa sia rispetto alla
somma che al prodotto, come vedremo in modo piu approfondito tra breve.

Proposizione3:

a=b (mod n) A a’=b’(mod n) » a+ a’=b + b’(mod n)A a-a’=b - b’(mod n)
Dimostrazione:

Per la proposizione1 a=b(mod n)= a + a’=b + a’'(mod n) e a’=b’(mod n)= a’ + b=b’ + b(mod n)=
b + a’=b + b’(mod n)= a + a’=b + b’(mod n) per la proprieta transitiva. Analogamente

a=b(modn)=a-a'=b- a’(modn) e a’=b’(modn)=a’ - b=b’ - b(modn)=>b-a'=b-b’(modn)=a-

a'=b - b’(mod n).

Proposizione4: a=b(modn) = a" =b"(modn),VmeN

Dimostrazione: Ragioniamo per induzione. Per m = 1 il teorema & ovviamente vero. Se il
teorema € vero per meN, si ha che vale anche per m+1. Infatti, applicando la proposizione3

a=b(modn) = a” =b"(modn) = a"a =b"b(modn) = a""' =b"*"'(modn) . Un’altra

dimostrazione & la seguente:a = b(modn) ©®a—b =nn,l €Z,0oraa™ —b"™ = (a® ! + ba™" 2 + -

ab™ 2+ b 1) = (n)r = (Ir)n = vn,v,r € Z= a™ = b™(mod n).

Proposizione4 bis: Se n e Z-{0} la proposizione precedente si inverte

a™ = b™(modn),Vm € N= a = b(mod n).

Dimostrazione: Stante I'ipotesi, si ha la tesi per m = 1.

+



Proposizione5: a=b (mod n) » a- m=b - m (mod n - m), YmeN

Dimostrazione:

a=b (modn) =a—b =n-q,qeZ>m-a—m-b = (n-m)q=a-m=b-m (modn-m).

Proposizione6: a=b (mod n), m | n = a=b (mod m)

Dimostrazione: asb(modn)=>a—b = n-q,qeZ,mn=>n = m-hheZ=>a—-b =n-q =
m(h-q) = a=b (modm).

Proposizione7: SekeZ, ka=kb(modn)=a= h(mnd %ﬂ]

Dimostrazione: Postod =.(k,n), ka=kb(modn) = k(a—b) = n-q=a—b = ll—q eZ=Kkinq,

percheé k, essendo un divisore del 1°membro, deve dividere anche il secondo, per cui nk_q ©kinVklq

¢ un intero e quindi anche ﬁ@e zelle Z, ﬂe z (@ = M =s5q+ tﬂe Z applicando il
d k d k k k k
dq : ng ndq n n
teorema pag.6 cap.).Allorapostoq’ = —€ Z,sihaa-b= — =——=¢'— = a =b(mod—
pag.6 cap.) postoq’ = — r “ax 937 ( d)

Osservazione: Se M.C.D.(k,n) = 1, si ritrova la proposizione 2.

Proposizione7:

Se per k,neZ e kin, allora si ha ka =kb(modn) < a= b(mod%)

Dimostrazione: ka=kb(mod n) <k(a—b) = n-goa—b = %q sas= bmod(%)

Proposizione8: a =b (modn)/Aa=b (modm) < a=>b(modn-m)

Dimostrazione:

nla—>b

er cui,
mla—b P

a=b(modn)esa—b=nk,ke”zZ
La condizione € necessaria poiché {

a=b(modm)ea—b=mhheZ
essendo n e m entrambi fattori della scomposizione di a — b , deve esistere un opportuno intero

teZtalechea—b = (mm)t=a = b (modn-m). Viceversa la condizione & pure sufficiente in
quanto se a = b (mod n - m), allora a — b = (nm)t, dacui a —b = n(mt) =nk >a = b (mod n)

ea—b =m(nt) =mh=a=b (modm).

-



Un po ' teetia

Arrivati a questo punto ci proponiamo di introdurre nell’insieme quoziente Z/nZ una struttura
algebrica simile a quella di Z (+,x), cioe quella che abbiamo nell’insieme Z rispetto all’ordinaria
addizione e moltiplicazione tra interi..

In sostanza si tratta di definire in Z/nZ un’operazione di somma e di prodotto tra classi, ovvero di

definire un’applicazione Z/nZ xZ/nZ - Z /nZdi modo che si abbia [ x ] z,, + [v] z,,=

[x+)7]z/nz e [x] z, [v] z,, = [x- }’]z/nz , con tali classi univocamente determinate.

Il problema consiste nel fatto che se si cambia il rappresentante delle classi, cio¢ al posto di [ x ]

z, , scriviamo [x] z,, »CONX€E [x] z, , ©al posto di [y] z, , SCriviamo [y'] z,,,conye

1 ' '. 1
[v] z, , »risulti che [x+ y] zZ,,= [x+y'] z, , ed analogamente [x'y]zw _[x y ]Z/nZ

perché altrimenti al cambiare del rappresentante delle classi cambierebbe la somma ed il prodotto
delle classi e non sarebbe univocamente determinato il risultato delle operazioni.tra le classi.

Ricordiamo quindi che se S(L) ¢ una struttura algebrica rispetto all’operazione binaria univoca
interna L e X una relazione di equivalenza in S, I’operazione L si puo trasportare al quoziente
S/z ,ovvero Z € compatibile con L 0 X € una congruenza, se

Vx,y,x’,y’ €S fissati si ha [x'=x (mod 2)] N[y’ =y (mod 2)]=x" 1y’ =x_1Ly (mod 2).

Ci0 vuol dire che se gli elementi x e X’ appartengono ad una stessa classe [X] . edyey aduna
stessa classe [y] 5 allora il composto x_Ly ed il composto x’ Ly’ devono appartenere ad una stessa
classe che possiamo indicare con il simbolo [xJ.y]Z = [x]Z 1 [y] . ;in questo modo un qualsiasi
elemento della classe [x] 5 composto con un qualsiasi elemento della classe [y] . da sempre come

risultato un elemento che si trova in una stessa classe d’equivalenza, in genere distinta dalle
precedenti, che possiamo prendere quindi come composta delle due classi precedenti. In sintesi
x’€[x] . ANy’ e [y] . — x'1ly’e [xLy].z .Ha percio quindi senso la scrittura di composizione

tra classi [xJ.y]Z =[x] L [y]Z .e questa risulta I’unica classe che contiene tutti gli elementi che si
)

hanno componendo un qualunque elemento della prima classe con un qualunque elemento della
seconda classe, inoltre tale definizione risulta indipendente dai particolari elementi scelti nelle classi
e dipende solo dalle classi stesse.

Si dimostra che tutte e sole le congruenze X sono compatibili (a destra e a sinistra) con 1’operazione
1, nel senso che se due elementi sono congruenti, allora sono ancora congruenti gli elementi
ottenuti componendo (a destra e a sinistra) entrambi tali elementi con uno stesso elemento e
viceversa, in simboli x=sy&x 1z=ylz, A zLx=z1ly, VZ€S. o in maniera equivalente [x] vy = [y] ¢

S [xL1z] vy =[yLlz] vy=[z Lx] x=[zLy] s .Infatti la condizione ¢ necessaria perché se X ¢ una



congruenza deve aversi Vx,y,zeS , x=y A z=z = x Lz=y.lz=2X ¢ compatibile a destra ed
analogamente z=zA\ x=y = z1x=z1y=2X ¢ compatibile a sinistra .Viceversa seX ¢ compatibile a
destra e a sinistra , deve aversi per la compatibilita a destra x=x’=x_Ly=x’_Ly e per la compatibilita
a sinistra y=y’=x’ Ly=x’ Ly’ .Per la proprieta transitiva dell’equivalenza si ha x Ly=x"1y A

X’ Ly=x"1ly = xLy= x’Ly’. Si ¢ quindi provato che Vx,x’,y,y’€S , se x=x e y=y’ allora x Ly=
x’_Ly’cio¢ X ¢ una congruenza.

Dobbiamo quindi dimostrare che la relazione nZ di congruenza in Z & compatibile sia con la
somma che con il prodotto in Z. Infatti ¢ compatibile con la somma poiché x=x'(mod n) A
y=y'(modn) >x—x"= hmAy—-y =kn=x—-x+y—-y = (h+kn=x+y—(x"+
y)= (h+ k)n =x + y=x"+ y’(mod n) , ed ¢ compatibile con il prodotto in quanto si ha
x=x'(modn) Ny=sy'(modn) >x—x'= nAy—y =kn=x=x"+hnAy=y +
kn=xy = (X +hn)(y +kn) = X'y + xXkn+yhn+hkn> =xy + Xk +y'h +

hkn)n =xy —x'y’ = (X’k + y’h + hkn)n = xy=x"y’ (mod n). Cio equivale a

[x]n = X' nA Y]n = [V']n = [x +y]n = [X' + Y ]aA[xy]n = [y ]n.

Si ha cosi che Z /,7(+,*) ¢ una struttura algebrica che, come Z (+), risulta un gruppo abeliano
rispetto all’addizione, valendo le proprieta:di facile verifica.

® Associativa: (Ix], + [yl )+ [z], =[x],+(yl, +[z],)
e Commutativa : [x], +[yl, =[yl,+ [x],
e Esistenza dell’elemento neutro: A1[0],eZ/,z/[x],+[0],=1[0],+[x] ,=I[x]

n

e Esistenza dell’opposto V[x], € Z /,z, A [-x], =-[X],€Z /.z/ [X], +[-x],=[-x], +[x], =
(0T,

Per quanto riguarda il prodotto Z /,7(+.¢) € un gruppoide o semigruppo abeliano, perché non
esiste I’inverso di ogni elemento valendo solo le proprieta anch’esse di facile verifica

e Associativa: ([X1, Lyl )elz], =[x],*(y],*[2],)
e Commutativa : [x],*Lyl, =1[yl,[x],
e Esistenza dell’elemento neutro: A1), eZ/.z/[x],°[1], =[1],°[x], =[x],

Poiché, come in Z (+,+), vale anche la proprieta distributiva del prodotto rispetto alla
somma tra classi, [x],([yl,+[z],)=I[x],[yl,+[x],*[z],, sihache Z_/EH,-! € un
anello. Infatti. [x], *([y], +1[z],)=I[x],*[y+z], =[x(y +2)], =[xy +xz], =[xy], +
[(xz], =[x],*[yl, +[x],°[z],

Proposizione: Le classi di equivalenza di Z /,; sono tante quanti i possibili resti della
divisione di interi per n, cio¢ le n classi [0],,[1],,[2],,..., [n-1],




Dimostrazione:

Infatti poiché ¥xeZ 0<rest(x,n) < n, si hanno gli n interi 0,1,2,...,n-1, per cui se h,k sono due
tra essi, con k<h, si ha O<h-k<n e quindi h-k non ¢ un multiplo di n essendo minore di n. Risulta

allora k#h (mod n)=[k] #[h], = [0], #1], #[2], % ..., #[n — 1] , .ossia tutte queste classi

sono distinte. Sono poi le sole classi di congruenza poiché, se per assurdo esistesse una classe [x],

n

con xeZ distinta dalle precedenti, essendo x=rest(x,n) (mod n),con O<rest(x,n) <n, si ha
[x], =[rest(x,n)] , ovvero la classe [x] , risulta una delle precedenti classi, contro I’ipotesi.

Proposizione: VkeZ fissato, ogni classe [k] ,[k +1] .....[k + n—1] coincide con una ed una

n’

sola delle classe di resti modulon [0] ,[1],,[2],,..., [n-1], ,in modo equivalente, per ogni

intero k fissato, un qualsiasi intero ¢ congruente modulo n ad uno ed uno solo degli interi del
sistema dei residui modulo n {k, k+1,... k+n-1}.

Dimostrazione: Poiché YacZ si ha, in base alla proposizione precedente, che a € un elemento di una ed

una sola trale classi [0] ., [1],,[2],...., [n-1], , segue che si ha una ed una sola tra le eventualita

a=0(mod n),a=1(mod n), ...,a=n — 1(mod n), da cui, in base alla proposizionel pag.6, segue che si ha
una ed una sola tra le eventualita a + k=k(mod n),a + k=k + 1(mod n), ...,a + k=k + n — 1(mod n),
per cui posto t = a+keZ si ha che t ¢ un elemento di una ed una sola tra le classi distinte di interi incongrui

modulon [k] ,[k+]1] ,....[k +n—1] , cioé t & congruo ad uno ed uno solo tra gli interi k, k+1,...,k+n-1.

Sistema dei minimi residui modulo n

Per ottenere il sistema dei minimi residui(relativi) modulo n consideriamo due casi:

1. 1l modulo n della congruenza ¢ dispari. In tale caso n-1 & pari, quindi divisibile per 2 per cui si ha
n—1

€ /. Allineando gli n termini, si ha

2 2



Da cui traslando verso sinistradi , — 1 termini dopo lo 0, si ricava '

2

n—1

Per cui posto g = — , si ha sostituendo nel sistema k, k+1,...,k+n-1, si ha

1’ i 1’0’1’“.’”7_1} ={0.4+1.. iL_l} sistema dei minimi residui modulo n con n dispari

(e

Ad esempio per n =7 si ha {-3,-2,-1,0,1,2,3}

2) Il modulo n della congruenza ¢ pari. In tale caso n-1 ¢ dispari, quindi ge Z. Allineando gli n

ﬁ_l . n-1

termini, siha.0 1............
2 2

* *... j termini...... *,

*...p termini...........
2

n
2

E traslando verso sinistra di =~ — ] termini dopo lo O si ricava

e -1 0 1......... n
2
... p termini............ *......n termini. . ¥ per cui si ha il sistema dei minimi residui modulo n con n pari
2 2

“2i1-242,. -100.., 21,2}
2 2
Ad esempio per n = 8 si ha {-3,-2,-1,0,1,2,3,4}.

Per concludere: L’aritmetica dell’orologio € (pitu 0 meno) come quella usuale in cui
possiamo sommare e moltiplicare gli interi,bisogna pero dire che certe volte queste

operazioni si comportano in modo strano...

Definizione:Una struttura algebrica A(+,%) € un anello se:1) A(+) € un gruppo
abeliano.2)A(s ) € un monoide.3) vale la proprieta distributiva del prodotto rispetto alla

somma.



Operazioni con I’aritmetica dell'orologio. -
Orologio mod 0

L’anello Z foZ(+,) = {[n],, neZ}

Orologio con zero ore.( mod 0 )

Per n=0 la relazione diviene a = b(mod0) < a—b =kx0=0= a =b,per cui la congruenza
modulo zero si riduce alla relazione di eguaglianza tra interi.Si avranno di conseguenza tante
classi di equivalenza quanti sono gli interi , [a] ,={xeZ /x=a}={a}.Quindi Z /ol ={{a},acZ}.

L’anello Z/1Z(+y) = {[0],}=Z

Orologio con un’ ora.( mod 1)

Per n=1 la relazione diviene a = b(modl) & a—b =k x1=k,k € Z ,detta relazione totale essendo

cio possibile per ogni coppia di interi a,beZ .ottenendosi un’unica classe di equivalenza [0], = Z per
cui I'insieme quoziente e Z /1Z ={Z}. Si hanno le seguenti tavole di addizione e moltiplicazione
poiché [0], + [0],=[0+0],=[0], e[O], «[0],=[0+0],=[0],

Orologio mod 1

+ |[0],| « |[O],

(0], | (0], | [O], | [O],




UI1U10gI1v 11ivu &

L’anello Z/27(+») = {[0],,[11,}

x,yeZ , x=y (mod 5)&x-y=5h , heZ

Orologio con due ore.( mod 2 )

Prendiamo un orologio con due ore: 0 e 1. (Abbiamo scritto O e 1 invece di 1 e 2 perche i possibili
resti nella divisione per 2 sono 0 e 1. Se facciamo la somma delle ore con questo orologio viene:

0+0=0(@mod?2) 1+0=0+1=1 (mod 2) 1+ 1=0(mod?2) ovvero
[0]2+[0]2:[0]2 [1]2+[0]2:[0]2+[1]2:[1]2 [1]2+[1]2:[0]2

Tutto regolare tranne 1'ultima uguaglianza, ma se guardiamo all'orologio, anche questa torna.
Analizziamo piu in profondita. Pern=2 Ia relazione diviene

a=b(mod2) & a—b=kx2=2k,ke Z, per cui due interi sono congrui modulo due se la loro
differenza ¢ un numero pari. Ora, essendo un numero pari del tipo 2k, keZ, e un numero dispari
del tipo 2k+1, si ha che la differenza di due numeri pari € un numero pari in quanto 2k-2h=2(k-h),
h-keZ, la differenza tra due dispari ¢ un pari avendosi 2k+1-(2h+1)=2(k-h), mentre ¢ banale
verificare che la differenza tra un pari e un dispari e viceversa ¢ un dispari per cui, indicato con £
I’insieme dei numeri pari e con D quello dei dispari, si ha che vale I’equivalenza

(a,be P)v (a,be D) < a=b(mod?2).Ne consegue che in Z vi sono solo due classi di congruenza
modulo due, la classe dei numeri pari e la classe dei numeri dispari e quindi I’insieme quoziente ¢
Z2/22={[0],,[1], }={P,D},.dove [0], =P,[1], = D perché acP<=a=2k=—a-0=2k< ---a=0 (mod
2) <ae(0],e [1],=D perché ac D<=a=2k+1=a-1=2ka=1 (mod 2)=ac(1],.

due numeri pari ¢ un numero pari (cioe 0+0=0 (mod 2))-la somma di un numero pari e di un
numero dispari ¢ un numero dispari (cioe 1+0=1 (mod 2))-la somma di due numeri dispari ¢ un
numero pari (cioe¢ 1+1=0 (mod 2)). Possiamo riassumere la legge dell'addizione dei numeri
dell'orologio con due ore ( congruenze degli interi modulo 2) con

+ [0]. [11,

Passiamo ora alla moltiplicazione.

Abbiamo:0+0 =0 (mod 2), 1+0=0-1
[O] [0] [1] =0(@mod2) e 1leI=I(mod?2)

Infatti il prodotto di due numeri pari € un
numero pari; il prodotto di un numero
[ 1 ] [1] [O] pari con un numero dispari ¢ un numero
2 2 2 . . .1 N
pari; il prodotto di due numeri dispari ¢
un numero dispari.

Abbiamo quindi la seguente tabella per la moltiplicazione:

@



. [0]. [1].

[0], [01, [01,

[1], [0], [11,

Orologio mod 3
L’anello Z/3Z(+,) = {[0],,[1]1,,[2]}
0
x,yeZ , x=y (mod 3)&x-y=3h , heZ
2 1
Orologio con tre ore.( mod 3)
+ [0], [1], [2], . [0], [1], [2],
[0], [0], [1], [2], [0], [0], [0], [0],
[1], [1], [2], [0], 1], [0], [1], [2],
(2], [2], [0], [1], [2], [0], [2], [1],

Z /37 (+) ¢ un gruppo abeliano,valendo le quattro proprieta come si verifica facilmente, mentre
poiché ogni elemento non nullo ha inverso, si ha che Z/3Z-{0}(¢) ¢ un gruppo abeliano.Si noti che

3 € numero primo.




Orologio mod 4

L’anello Z/4Z(+,°) = {[0] 4 9[1] 4 9[2] 4 9[3] 4 }

Orologio con quattro ore

x,yeZ , x=y (mod 4)&x-y=4h , heZ

Questa volta il nostro orologio ha quattro ore: 0, 1, 2, 3 (sono i possibili resti nella divisione per 4)
.Abbiamo: 0+0 = 0 (mod 4)<[0],+ [0],=[0], ;0+1 =1 (mod 4)= [0] , + [1],=[1], 0+2=2
(mod 4)= [0],+[2],=12], ;0+3 =3 (mod 4)= [0], + [3],=[3],;epoi:l+] =2 (mod 4)=;
[1],+[1],=[2], 1+2=3 (mod )= [1],+[2],=[3], ; 143 =0 (mod 4)= [1],+[3],=[0],,
242 =0 (mod 4)<. [2],,+[2],=[0], . Sinoti che: 143 = 0 (mod 4) e 2+2 =0 (mod 4). Infatti 143

=4 e il resto nella divisione di 4 per 4 ¢ 0. Stessa cosa per 2+2. Si ha quindi la seguente tabella

Infatti guardiamo alla tabella dell'addizione modulo 4:
+ [0]4 [1]4 [2]4 [3] 4
(0], + [0],=[0+0],=[O],, [0, + [1],=[0+1],=[1],

, si noti pero che [3],+ [1],=[3+1],=[4],=
(0], [ [0], [[1]. | [2]. | [3]. | [rest4.4)1, =1[01,e cosi [2],+ [3],=[5], =

[rest 5. 4)],=1[1],

[1]4 [1]4 [2]4 [3]4 [0]4

Vediamo che grazie proprio a queste stranezze,

l'addizione verifica due proprieta che la solita addizione
(con numeri interi positivi e negativi) verifica, cioe:

(2], |[2]. | [31. | [O], | [1].

- esiste lo zero O (cioe [0], ) che verifica:

(3], [3]4 [0]4 [1]4 [2]4 n+ 0 =0+ n =n per ogni numero n (cio¢ [n] , + [0] , =

[n+0], = [n], ) (aggiungere O non cambia nulla, si dice

che 0, cioe[0] ,, ¢ "elemento neutro" per 1'addizione)

- per ogni numero n esiste un numero -n tale che: n + (-n) = (-n) + n =0 ,cio¢ YneZ,3-neZ/ [n] ;+

[-n], =[n+(-n)], =[0],, per cui si dice che —n, cio¢ [-n], ¢ il "simmetrico" di n, ovvero [n],, per
I'addizione. Per esempio -2 ¢ il simmetrico di 2 (e 2 ¢ il simmetrico di -2,cioe [-2], ¢ il simmetrico

di[2],.



Anche i nostri numeri dell'orologio con 4 ore godono di queste proprieta:

- I'elemento neutro ¢ sempre lo zero. [0],

- ogni elemento ha un simmetrico: il simmetrico di 1 ¢ 3 (e viceversa), ossia il simmetrico di [1], ¢
[3], poiché [1],+ [3],=[0],, il simmetrico di 2 ¢ 2, cioe il simmetrico di [2], & [2], poiché [2],

+[2]4=[O]4-

Siccome i nostri numeri, cio¢ le classi di congruenza, come quelli "normali", verificano le
proprieta:

- per ogni n e per ogni m: n + m =m + n ("commutativita"), ossia [m],+ [n],=[n],+ [m],

- per ogni n, per ogni m € per ogni t: t + (n +m) = (t + n) + m ("associativita"), ovvero [t] , +( [n] , +

[m],)=(tl,+ [n],) +[m],
Allora, malgrado (o grazie) alle sue stranezze, 1'addizione dei numeri congrui modulo 4 ¢

strutturalmente uguale a quella dei numeri interi

Attengionelll
Le cose non vanno cosi con la moltiplicazione

La tabella della moltiplicazione dei numeri modulo 4 ¢

. [0].  |[1L [2]. [3].

[0], [0]. [0], [0], [0],

(1. |1on [11, 2], 31,

2], o1, [2], [01, 2],

[3]. [0]. [31. (2], [1],

Abbiamo che in Z/4Z non vale la legge di annullamento del prodotto

YabeZ,ab=0,=> (a=0)V(b=0)

@



Infatti : 202 = 0 (mod 4)& [2], ¢ [2],=[22] ,=[4],= [rest(4,4)],=[0], .Gli elementi come .
[2], diversi dallo zero [0], il cui prodotto ¢ lo zero [0] , ,prendono il nome di divisori dello

zero.Inoltre non tutti gli elementi hanno I'inverso perché, pur se per la classe [3], c¢’¢ I'inverso

avendosi 3], [3],=[1], ,0ssia esiste un’altra classe che composta con I’operazione di prodotto
con la classe data & uguale alla classe elemento neutro [1], ,e cosi pure per [1],, per la classe

[2] , non esiste alcuna classe che moltiplicata per classe [2] , dia per risultato [1], .

Nota:

Nell’insieme Q dei razionali abbiamo che: per ogni frazione o intero n #0, esiste 1/n tale che:
ne(1/n) = 1 Se n = a/b ¢ una frazione, allora 1/n = b/a). Come per la somma dei numeri interi positivi
e negativi, la moltiplicazione conferisce alle frazioni (escluso 0) una struttura di "gruppo" rispetto
alla moltiplicazione usuale dove l'elemento neutro ¢ 1 = 1/1; il simmetrico din e 1/n..

La moltiplicazione NON conferisce una struttura di "gruppo" ai numeri modulo 4 (escluso lo 0),

perche 3 ha un simmetrico avendosi 3¢3 = 1 (mod 4)) ma 2 non ha simmetrico cioe inverso..

Questa volta c'é una differenza strutturale, ben illustrata dal fatto che 2+2 =0 (mod 4), cioe vi

sono divisori dello zero (d’altra parte se [2 ], avesse un simmetrico,[2],, si avrebbe da un lato [2

loe (121, < [21,)=1[2],°[4],=12], [0]4=[é'0]4 =[0],, e dall’altro [5]4'([2]4 «[2]
4):([5]4.[2]4).[2]4 :[5.2]4.[2]4:[1]4.[2]4 :[1'2]4:[2]4(1011(16[2]4 :[0]4’
assurdo)..

Si noti che 4 non € numero primo.



L’anello 2/57(+,) = {[0],,[1];,[2]5,[3];,[4]5} Orologio mod 5

Orologio con cinque ore

x,yeZ , x=y (mod 5)&x-y=5h , heZ >

Avendosi

[2]5+[3]5=[2°3]; = [6];=[rest(6,5)]s=[1];

[2]5+[4]5=[2-4]; = [8];=[rest(8,5)]s=[3];

[3]5[3],=[33]; =[9];=[rest(9,5)];=[4]ecc.

La struttura 7 /57 (+,*) gode della proprieta che ogni suo elemento non nullo ¢ simmetrizzabile ,
ovvero invertibile nella moltiplicazione, mentre in Z(*) ci0 non avviene in quanto

VxeZ x+1,A x’eZ/xx’=1 (solo 1 e-1 sono invertibili).

Infatti si ha: [1]5¢ [1]s=[1]s, [2]5° [B]5=1[1]5, [3]s° [2]s=[1]5, [4]s° [4]5=[1]5.

Quindi, eccetto [0] 5.,per cui non esiste un elemento xe Z /57 tale che [0] s [x] = [1], tutti gli
elementi sono invertibili in. Z /57 .

Si verifica facilmente che Z/57(+) ¢ un gruppo abeliano, mentre Z/57(¢) ¢ solo un monoide
commutativo. dotato di elemento neutro [1].Invece ¢ un gruppo abeliano Z,/5Z-{0}(s).

Si noti che 5 € numero primo.

Si ha la seguente tavola



101,

[11,

121,

131,

141,

121,

131,

141,

[0],

[0],

[1],

[2],

[31,

[4],

101,

[0],

[0],

[0],

[0],

[11,

[1],

[2],

[31,

[4],

[0],

[11,

[1],

(2],

[31,

[4],

121,

[2],

[31,

[4],

[0],

[1],

121,

[0],

(2],

[4],

[1],

[31,

[31,

[31,

[4],

[0],

[1],

[2],

[31,

[0],

[31,

[1],

[4],

[2],

[4],

[4],

[0],

[1],

[2],

[31,

[4],

[0],

(4],

[31,

[2],

[1],

Orologi con n ore. L’anello

x,yeZ, neZ, x=y (mod n)ex-y=nh , heZ

Orologio mod n

Z/nZ(+,‘) = { [0] no [1] n9 [2] n 9[3] n 9---9[n'1] n }

Come gia detto possiamo considerare orologi con un numero (intero) n, qualsiasi di ore. Il nostro
orologio avran ore: 0, 1, 2, ...., (n-1) (sono i resti possibili nella divisione per n). Non & troppo
difficile convincersi che per 'addizione le cose vanno sempre bene (il simmetrico, cio¢ 1’opposto di

1 ¢ n-1; quello di 2, n-2; quello di 3, n-3; ecc...).

Per la moltiplicazione possono esserci dei problemi. poiché la moltiplicazione si comporta

"bene", cioe tutti gli elementi non nulli sono invertibili e non vi sono divisori dello zero (in ogni

riga corrispondente a X #0 compare 1). se e solo se n € un numero primo.

A titolo d'esempio vedi la tabella della moltiplicazione per i numeri modulo 3 e
modulo5.




Utile per gli sviluppi ulteriori ¢ la seguente proposizione. @

Proposizione: Consideriamo I’equazione congruenziale

kx =h (mod n)

nell’incognita xeZ e k,h,neZ, M.C.D.(k,n)=1, ossia k ed n siano relativamente primi. In tali ipotesi si

ha che tutte e sole le soluzioni dell’ equazione sono interi congrui tra loro modulo n, ovvero se xeZ

¢ una soluzione particolare, la soluzione generale ¢ la classe [ x ], .

Notal: L’equazione si puo studiare nell’ipotesi pill generale che M.C.D.(k,n) #1.

Dimostrazione:

Detto = ¢ xeZ /ki =h (mod n) /I’insieme delle soluzioni, si ha che S+ , cioe

FxeZ /kx =h (mod n). A questo scopo consideriamo i possibile resti della divisione di interi per
n, ossia I’'n-pla 0,1,...,n-1, che sappiamo essere tutti incongrui tra loro modulo n, e che
moltiplichiamo per k ottenendo I’n-pla 0.k,...,(n-1)k. Ora osserviamo che la compatibilita della
congruenza con il prodotto ci assicura che x =y =ax=ay ma ci0 non si inverte poiché ax=ay
—x=y potendosi avere x=y, quindi non possiamo subito dire che i numeri dell’n-pla 0,k,...,(n-1)k
sono incongrui tra loro modulo n. Ragionando per assurdo, se 7kx’, ky’€{0,k,...,(n — 1)k }/kx’ =
ky'(mod n),con x’,y'€(0,1, ...,n — 1}, per la compatibilita rispetto alla somma si avrebbe kx'=
ky' (mod n)=kx’ — ky'=ky’ —ky = 0 (mod n)=>k(x’—y’)=0 (mod n)=k(x’ —y’) =

hn, heZ=>n/k(x’ —y’)=n/(x’-y’), essendo (n,k) =1=x" — y’ = nc, ceZ=x"=y’(mod n), assurdo
poiché 1 resti 0,1,...,n-1 sono tra loro incongrui modulo n. Abbiamo provato che gli interi 0,k,...,(n-
1)k sono tra loro incongrui modulo n.. Ricordando che numeri congrui tra loro hanno uguali resti,
dividendo per n gli interi 0,k,...,(n-1)k, devono ottenersi in corrispondenza resti distinti che
dovranno quindi necessariamente coincidere con i soli possibili resti 0,1,...,n-1.della divisione di

interi per n. Ora dividendo h per n si ottiene h = nq + rest (h,n), O=<rest(h,n) <n = Jkx

€{0,k,...,(n-Dk }, )_ce{O,l,...,n-l } / rest (k)_c,n) = rest (h,n) >kx=h (mod n) = $#P.
Proviamo infine che $ = [ x] ,Siha Sc[ x] ,poiché WyeS = ky=h (mod n), ma d’altra parte
kx = h (mod n), per la proprieta simmetrica e transitiva segue che ky =k x (mod n), e quindi per la

compatibilita rispetto alla somma kx — ky =0 (mod n)=k(x —y) =0 (mod n) =



k(x —y) =nq,qeZ=n A x —y), poiché

(k,n) =1= x —y = nc,ceZ= x =y (mod n):sye[)_c]n .

Siha[x] , CS in quanto Vye[ x] =Y = x (mod n)= ky =k x (mod n), per la compatibilita
rispetto al prodotto. Ma , essendo x soluzione dell’equazione congruenziale, si

ha k x =hh (mod n) e quindi per la proprieta transitiva, ky =k x (mod n) Ak x =h (mod n) =
ky=h (mod n) = y&S$.

Si conclude allora che S = [;c] .-

Nota?2:

Poiché M.C.D.(k,n) = 1, per la proposizione a pag.25 la classe [k], &
invertibile=>7[k’] , e ZInZ k], *[K'], = [1], <[k*,’], = [1], <k k'=1 (mod n), quindi

n

I’equazione kx =h (mod n) ha come soluzione un’unica classe modulo n che si trova moltiplicando per k’
ambo i membri, kx =h = k’kx =k’h(mod n) = x=k’h(mod n). Per la determinazione dell’inverso della

classe [k],, vedere la nota pag.19.

Studiamo ora I’equazione nell’ipotesi pill generale che il coefficiente a dell” incognita x ed il
modulo n della congruenza non siano primi tra loro. A tale scopo se a,beZ, neN, d = M.C.D.(a,n)
#1,s1 ha il seguente teorema:

Teorema: Se abeZ, neN,d=M.C.D.(a,n) £1, ’equazione congruenziale lineare

ax=b (mod n)

ammette soluzioni xeZ se e solo se d | b. Se cio si verifica, detta x, €Z una soluzione,
rappresentano la soluzione generale dell’equazione tutti e soli gli elementi della classe

n

completa di congruenza modulo g, [x,1,=1{x,+ hg,Vh € Z}, anzi risultando che
d

[x,], = U [x, + h%,Vh € 7], tutte e sole le soluzioni dell’equazione sono distribuite nelle d
d heZ
classi distinte di resti modulo n, [x,] .[x, + g]’“[x(’ + 23],1,...,[x0 +(d - 1)3]" ,icui

rappresentanti sono interi incongrui modulo n.



Nota: Nel caso d = 1, si ha come caso particolare il teorema precedente, riducendosi le classi ad
una sola classe di congruenza modulo n poiché [x,], =[x, + hn], ¥ he{0,1,...,d-1} in quanto

X, = X, + hn(modn) poiché x, —(x, +hn)=—-hn=ngper q = —h.

Dimostrazione:

La condizione € necessaria.

Infatti se esiste una soluzione x,€Z, allora deve aversi ax, =b (mod n), per cui dqeZ tale che a
X,-b=ng= ax,- nq =b. Ora il primo membro dell’eguaglianza ¢ divisibile per d poiché, essendo d
il massimo comun divisore di a ed n, in particolare d ¢ un divisore comune di a ed n, allora d deve
dividere, per la proposizione8 pag.2 cap.l, anche una qualsiasi combinazione lineare di a ed n,
quindi si ha dla,dln=d]|(a x,-nq)=d|b, pertanto anche b ¢ divisibile per d.

Viceversa la condizione ¢ sufficiente.

Supposto allora che dlb&dceZ/b = cd, per il teorema pag.6 cap. I si ha che esistono almeno due
interi s,teZ,quindi s e —t, tali che il massimo comun divisore d si possa esprimere come
combinazione lineare tramite essi, cioe d = sa — tn, da cui, moltiplicando tale eguaglianza per
I’intero ceZ (per ipotesi d|b), si ha cd = a(sc)-(tc)n, ma cd = b. quindi sostituendo a(sc)-(tc)n=Db, e
ponendo x,=sc, h =tc, segue ax,-b=hn& ax,=b (mod n), ovvero x, ¢ soluzione dell’equazione.

Abbiamo quindi dimostrato che, nell’ipotesi che d|b, esiste almeno una soluzione particolare

x,dell’ equazione congruenziale ax=b (mod n) per cui si verifica ax, =b(modn) .

Proviamo adesso che, tutti e soli gli elementi della classe [x,], sono soluzione dell’equazione ax=b
d

(mod n). Infatti tutti gli elementi della classe[x,], sono soluzione dell’equazione ax=b (mod n)
d

perché se xe[x,], , allora x= x, (mod g):ﬂhellx— Xy = hg , da cui, moltiplicando per acZ, segue
d

a( x-x,) = (%h) n&eax - ax,=h’n, dove h'= %h e/ essendo% €Z , donde si ha ax = ax,(mod n).

Allora poiché x, ¢ soluzione dell’equazione, deve aversi a x,= b (mod n) e quindi per la proprieta

transitiva segue ax = b (mod n), cioe x ¢ una soluzione dell’equazione.

Gli elementi della classe[x, ], sono pure i soli ad essere soluzioni dell’equazione ax = b (mod n)

n

d

perché, se & € una soluzione dell’equazione, per cui si verifica che aé= b (mod n) e §¢ [x,], & &%
d

e



X, ( mod S), da a x,= b(mod n) segue per la proprieta transitiva che a¢= ax,(mod n) =3dkeZ /

a(é-x,) =kn = g(g- x,) = kg > g |(¢- x,) in quanto gdividendo il prodotto %(g- x,) ed essendo

primo con %per la proposizione pag.5 cap.l, per il corollario2 pag.8 cap.I deve dividere 1’altro

fattore. Allora da SI(f- Xy )=>é-x,= hg, heZ=¢=x,( mod S), contro I’ipotesi.

. n N ) .
Proviamo ora che [x,], ={x, + hE,Vh € Z}, ovvero che se x, ¢ una soluzione dell’equazione,
d

allora ogni intero del tipo x, +hs al variare di h in Z ¢ pure una soluzione. Infatti si ha che xe
n n n
[x,], ©x=x,(mod —) &JheZ/x-x,=h— & x = x,+h—.
o d d d

Nell’ipotesi non restrittiva che h=0 (per h<0 si hanno le stesse classi di —h>0), proviamo infine che

[x,1, = U[x0 + hg]n nei casi h<d e h=d.

d heN

Se 0<h<d=he({0,1,2,...,d-1}, allora, poiché [x,], ={ x, + hs,Vhe Z/0<h<d }, si ha

d

[x,1, < U [x, +hg]n poiché Vxe([x,],

d 0<h<d d

x=x,+h,h=01,..d—1={xe [xo]n)v(xe [x, +2]njv(xe [x, +2’—“]njv...v(xe [x, +(d—1)ﬁ]nj:>xe Uy +i5),
d d d d o’ d

Ed anche[x,], 2 | [ +h§]n dacui [x], = |J [x, +h3]n poiché

d 0<h<d d  0<h<d

vxe |J [x0+h£]n:(xe[xo]n)v[xe[x0+£]nJv...v[xe[x0+(d—1)£]nj:>
0<h<d d d d
(xzxo(modn))v(xzxo+§(m0dn)jv...v(xzx0+(d—1)§(modn)}:>

()c—x0 = hon)v(x—(x0 +§) =hanv...v[x—(xo +(d—1)§) =hd_1nj:>

(x=x, +hon)v(x:x0 +h1n+§jv...v[x=x0 +hd_1n+(d—l)§Jep0iché si ha



X, +hyn = xo(modg) & X, +hyn—x, = kog,ko = hyd

n n n n
X, +hln+ZEx0(modE) S X, +hln+g—x0 :klg’lﬁ =hd+1
n n n n
Xy +h, n+(d _I)Z = xo(modg) & X, +hd_1n+g—x0 = kg,_lg,kd_1 =h, d+1

segue che xe[x,], .
Se invece h=d, dividendo h per d si ha h = qd + r, O<r<d, quindi

Vxelx,], © x=x,+h 2= x,+(qd+1) 2= x,+ qn + r L =x,+ r X (mod n)
- d d d d
(poiché si ha che
x, + qn + rg - (x, + r%) =qn) & x=x, +h§(mod n), re{0,1,..,d — 1}
d—-1
X€E U[xo + hg]” . 51 ¢ quindi provato che [x,], = U[xo + hg]n = U[xo + hg]nossia che I’unione

h>d 4 heZ h=0

d-1
U[xO + hg]" si riduce all’unione U[x0 + hg]" di classi che devono necessariamente essere distinte.
heZ h=0

Per provare ci0 ¢ sufficiente far vedere che gli interi x,, x, + g,...,xo +(d - l)g sono due a due

incongrui modulo n. Presi 0<h’<h=d-1, se per assurdo si avesse [x, + h%]n =[x, + h%]"’ allora
n N n N N \

X, +hgzx0 +hg(m0dn):3ke N/x0+hg—(xo+hg)=kn:>(h—h )Z=kn:>h—h =kd

cioe h-h’ ¢ un multiplo positivo di d, contro il fatto che 0<h — h’<h < d, assurdo.

Cost il teorema € completamente provato.

.Nota:

Per risolvere I’equazione ax = b (mod n) si procede nel modo seguente:

1. wusare I’algoritmo esteso di Euclide per determinare d,s,teZ / d = M.C.D.(a,n) = sa + tn
(vedi cap. I pag.7).

2. controllare che d | b, altrimenti non ci sono soluzioni.

3. dlb&b = dc = (sa + tn)c = asc + tnc>a(sc)-b =
(tc)n = a(sc) =b(mod n)=x, = sc ¢ una soluzione particolare, dove ¢ = S .



n

4. lasoluzione generale ¢ la classe[x,], = [sc], ditutti gli xeZ /x = x, (mod g) =>
d d

x= sc (mod 3) & X-sc = hg,heZ@x = sc + hg,al variare di heZ.

d-1
5. Quindi la soluzione generale si esprime come la classe [x,], = {x, + hg,Vk e”Z}=

d h=0

[x, + hg]n unione di d classi modulo n.

Esempio 1: I’equazione congruenziale 6x=3 (mod 15) ha soluzioni perché, in base al teorema pag.19, posto a=6,b =3, n =15,

d =M.C.D.(6,15) = 3, si ha che d|b < 3|3, e poiché dlb & b =dc, 3|33 =3 -1, segue ¢ = 1 In base al teorema pag.6 cap. I con
I’algoritmo euclideo delle divisioni successive determiniamo due interi s e t tali che d =sa+tn, che nel nostro caso diviene 3 = 6s+15t
ovvero 2s+5t =1(si noti che questa ¢ un’equazione diofantea del tipo ax+by = c studiata a pag.12 cap.l, che ammette soluzioni in Z se
e solo se M.C.D.(a,b)lc, il che nel nostro caso si verifica). Le divisioni successive per determinare il M.C.D.(2,5) =1 sono 5 =

2-2+1,2=2-1+0, da cui si ottiene 1 =2(-2)+5- 1= s =-2, t = 1. Quindi una soluzione particolare dI’equazione ¢ X, =s-c= 2.1=

-2. Infatti sostituendo si ha 6(-2)=3(mod 15)= -12=3(mod 15) il che & vero avendosi -12-3 = 15q= -15 =15q per q = -1.0ra
[-2],5 =[13]; poiche -2=13(mod 15). Quindi [x,1,5 =[13];5 ¢ una soluzione particolare; le altre d = 3 soluzioni sono
[x, + g]" =[13 + 5], =[181], = [rest (18 ,15)] 5 =[3];s 5 [x, + 23]n =[3+10], =[23], =

2
[rest (23,15)],5 = [8],5 - La soluzione cercata ¢ allora U [3+5h];s =[3],5 W8] WIl3]; Infatti

h=0

— h=3k+0 [3],=+15k,ke Z}
3, =3+5h,h=012}=4—> h=3k+1 [8],={8+15k ke z} | Poiché
— h=3k+2 [I13],=13+15k, ke Z}

3+5h=3+15k = h=3k+0
345h=8415k = h=3k+]s -Linsieme {3k3k + 1,3k +2,ke Z} =Z~ U Z; = Z ,perché per

3+5h=13+15k = h=3k+2

0 3 6 9
k=0, =1, £2, £3,...si ottiene Z come si puo osservare dallo schema Lol
1 4 7 10
Lldd
2 5 8 11

Esempio2: I’equazione congruenziale 3x=4 (mod 15), dove a = 3, b=4, n = 5, ammette soluzioni in quanto d = M.C.D.(a,n) =
M.C.D.(3,5) = 1 per cui in base al teorema pag.18 si ha una sola classe di congruenza [x,], modulo n, cio¢ la classe [x,]15- Deve
aversi quindi 3y = 4(mod 5) & 3x,-4 =5h,he Z & 3x, - 5h = 4 che & un’equazione diofantea nelle incognite intere x ed

h del tipo ax+by=c studiata a pag.12 cap.l, la quale ha soluzioni in Z se e solo se M.C.D.(3,-5)I4, il che si verifica. In base

all’osservazione di pag.13 cap.l, il rapporto =§ =4, per cui una soluzione ¢ data da x, =s -1 = 4s, allora per il teorema pag.6

cap.I si had = 3s+5t<3s+5t = 1. Per trovare s determiniamo con le divisioni successive il M.C.D.(3,5) = 1. Si ha

s s 4 a sy quindi 0T 2T g 25 57301 ¢ gogtituendo 1 =3 (53 1)-1 1 =3(141) -5 1 =
CT ’ B ’ B 3 = 201 +1 1= 3-2e]
2 1 1 1 0 2 2 = 12+0

3.2-5.123-245-(-)=1=2s=2,t=-1= x0=4s= 8:[)(0]5 =[8], = [rest (8,5)]5 = [3]; ¢ la soluzione cercata.

Esempio3: 1’equazione congruenziale 36x=10 (mod 12) non ha soluzioni perché, in base al teorema pag.19, posto a =36,b =10, d
=M.C.D.(36,12) = 12, si hanno soluzioni se il massimo comun divisore d del coefficiente a dell’incognita x e del modulo della



congruenza n divide il termine noto b, mentre in questo caso d = 12 non divide b = 10. D’altra parte [36 ], = [0], per cui

I’equazione ¢ equivalente all’equazione 0x=10 (mod 12) che ovviamente non ha soluzioni.

Esempio4: I’equazione congruenziale 6x=5 (mod 9) non ha soluzioni perché, in base al teorema pag.19, postoa=6,b=35,d =
M.C.D.( 6,9) =3, si hanno soluzioni se il massimo comun divisore d del coefficiente a dell’incognita x e del modulo della
congruenza n divide il termine noto b, mentre in questo caso d = 3 non divide b =5.

Esempio5: I’equazione congruenziale 4x=16 (mod 20) ha soluzioni perché, in base al teorema pag.19, posto a=4, b = 16, n = 20,
d =M.C.D.(4,20) =4, si hache d|b & 4/16&16 =4c = ¢ =4. In base al teorema pag.6 cap. I con I’algoritmo euclideo delle
divisioni successive determiniamo due interi s e t tali che d =sa+tn, che nel nostro caso diviene 4 = 4s+20t ovvero s+5t =1(si noti che
questa & un’equazione diofantea del tipo ax+by = c studiata a pag.12 cap.I, che ammette soluzioni in Z se e solo se M.C.D.(a,b)lc, il
che nel nostro caso si verifica). Le divisioni successive per determinare il M.C.D.(4,20) = 4 si riducono a 20 =4 - 5+0 ma non
necessarie perché una soluzione dell’ equazione s+5t =1¢ s =1, t = 0. Quindi una soluzione particolare dell’equazione &
x, =s-c=1-4=4.Poiché n_ la soluzione generale &

d
[4]5 =[4], U4+ 5], U4+10], U[4+151, =[4], U[9], U 141, U [19 ], -Infatti

=5

- h=4k+0 [4],,= {4+20k,ke Z}
- h=4k+1 [9], = 9+ 20k, ke z}| poiché
(4], ={4+5h,h=0,1,2,3}= (912 { }
: — h=4k+2 [l4], = {14 +20k,ke Z}
- h=4k+3 [19], = {19 +20k,ke 2}
4+5h=4+20k = h= 4k+0
445h=9+20k = h= 4k+1/| Linsieme {4k 4k +1,4k + 2,4k +3,ke Z} =Z U Z, = Z .perché per
4+45h=14+20k = h= 4k+2
4+5h=19 +20k = = 4k +3

0 4 8 12
k=0, 1, £2, +3,...si ottiene Z come si puo osservare dallo schema Lol
1 5 9 13
Ll Ll
2 6 10 14
Ll Ll
37 11 15

Esempio6: 1’equazione congruenziale 3x=2 (mod 11), dove a = 3, b= 2, n = 11, ammette soluzioni in quanto d = M.C.D.(a,n) =
M.C.D.(3,11) = 1 per cui in base al teorema pag.18 si ha una sola classe di congruenza [x,], modulo n, cioe la classe [x,]1,; - Deve

aversiquindi 3y = 2(mod 11) & 3x,-2=11h,he Z & 3x,—11h = 2 che &un’equazione diofantea nelle incognite intere
X, ed h del tipo ax+by=c studiata a pag.12 cap.l, la quale ha soluzioni in Z se e solo se M.C.D.(3,-11)[2, il che si verifica. In base

all’osservazione di pag.13 cap.l, il rapporto , — c_ 2, per cui una soluzione ¢ data da x,=s-r = 2s, allora per il teorema pag.6
d

cap.I si had = 3s+11t<3s+5t = 1. Per trovare s determiniamo con le divisioni successive il M.C.D.(3,11) = 1. Si ha

s, quindi T 330025 112393 ¢ ogtituendo 1 =3 (11-3-3) - 15
oL - = 2el+1 1= 3-2e]
2 301 1 0 2 = 10240

1=3-11+3-3=3(1+3)-11=3-4+11=>s=4,t=-1= x,=s-c=4-2=8 > [8],, ¢ la soluzione cercata.

Esercizio: Gaia telefona ad Ugo una prima volta di domenica ,poi ad intervalli di quattro giorni. Quante telefonate dovra fare Gaia
affinché una sua telefonata cada di martedi? Dimostrare inoltre che si puod cambiare I’intervallo di giorni tra una telefonata e la successiva in
modo tale che nessuna telefonata cade di martedi e ci sia almeno una telefonata che non cade di domenica.



Soluzione: Supponiamo di disporre di un orologio di Gauss di 7 ore, ponendo:
0 = Domenica, 1 = Lunedi, 2 = Martedi, 3 =mercoledi, 4 = giovedi, 5 = venerdi, 6 = sabato , poniamo uguale ad x il numero di volte che
si muove la lancetta di un ora e con 4x quindi il numero delle volte che si muove la lancetta di quattro ore, cioe il numero di telefonate
ad intervalli di quattro giorni. Il problema € quindi risolto dall’equazione congruenziole 4x=2 (mod 7). Si ha d = M.C.D.(a,n) =
M.C.D.(4,7) = 1, per cui in base al teorema pag.18, vi € una sola classe di congruenza modulo 7, inoltre sihadbsb=d.-c
112e2=1.¢c = c. Per il teorema pag.6 cap.l deve essere d = sa+tn, s,teZ, si ha 4s+7t = 1, equazione diofantea risolvibile in Z poiché il
M.C.D.(4,7) = 1 divide ¢ = 1. Determiniamo con le divisioni successive il M.C.D.(4,7)=1 , . , , . ;5 ; 4 . 3 dacui

1
3 1 1 1 0 ;1 1
7 401+3:>3= 7—401:>1=4_(7_4_1)=4_7+4_1=4(1+1)_7=4.2+7(_1):>Szz,t:-1:; xozs.c=2.2=
4 3el+l 1= 4_3e]
3 = 31+0
4,percuilasoluzionee (4], = {x =4+ Th,he Z}

Quindi il numero di telefonate ad intervalli di quattro giorni necessario per fare una telefonata di martedi é:

4 telefonate per h =0
11 telefonate per hn = 1| Alloscopo dirispondere all’'ultima parte del quesito studiamo la congruenza ax=2 (mod 7) al
18 telefonate per h =2
25 telefonate per h =3
32 telefonate per h =4
ecc ecc . ecc .

variare dell'intervallo acZ delle telefonate.

e a=1>x=2(mod7)=d=M.C.D.(a,n) = M.C.D. (1,7) = 1. Visono soluzionise db & b =d.-c212s2=1.22c=2.
La soluzione & la classe [x, ], , con x, =s-c = 2s, dove s,t sono le soluzioni intere dell'equazione diofantea d = as +

tn = 1 =s + 7t, che ha soluzioni perché M.C.D.(1,7) = 1|1. E'immediato verificare che una soluzione ¢ la coppia (1,0),
percuis=1=x,=1.2=2=[2], = {2 +7h,he Z}, dove il rappresentante 2 della classe indica il numero

minimo di telefonate da effettuare. Quindi, se l'intervallo a delle telefonate & di un giorno, la prima telefonata di martedi
arriva dopo due telefonate, la seconda dopo nove telefonate, ecc.al variare di h in Z.

¢ a=2>2x=2(mod 7)=d=M.C.D.(a,n) = M.C.D. (2,7) = 1. E’ intuitivo osservare che x = 1 soddisfa la congruenza, per
cui la soluzione cercata & la classe[1], Comunque vi sono soluzionisedb & b=d-c=122=1.23c=2.La

soluzione ¢ la classe [x,], . con x,=s-c = 2s, dove s,t sono le soluzioni intere dell'equazione diofantea d = as + tn =

2=21+0
=72.3=2(-3)+7-1>s=-3,t=1= x,=5-c=(-3)-2=-6= [-6], = [1],, essendo -6=1(mod 7). La soluzione &

1 = 2s + 7t, che ha soluzioni perché M.C.D.(2,7) = 1|1 Con l'algoritmo delle divisioni successive si ha {7=2'3+1}3 1

quindi [11, = {1 +7h,he Z}, dove il rappresentante 1 della classe indica il numero minimo di telefonate da

effettuare. Quindi, se I'intervallo a delle telefonate € di due giorni, la prima telefonata di martedi arriva dopo una
telefonata, la seconda dopo otto telefonate, ecc.al variare di h in Z.

¢ a=3> 3x=2 (mod 7) =d = M.C.D.(a,n) = M.C.D. (3,7) = 1. Vi sono soluzionisedlb & b=d.-ca122=1.22c=2.
La soluzione & la classe [x, ], , con x,=s-c = 2s, dove s,t sono le soluzioni intere dell'equazione diofantea d = as +
tn =1 = 3s + 7t, che ha soluzioni perché M.C.D.(3,7) = 1|1 Con I'algoritmo delle divisioni successive si ha{7=3'2+1}:>
3=3e1+0
1=7-3.221=3(2)+7-1=2s=-2,t=1= x,=5-c=(-2)-2=-4=[-4], = [3], inquanto rest(4,7) = 3 e quindi
3 = -4(mod 7). La soluzione ¢ allora [3], = {3 +7h,he Z}, dove il rappresentante 3 della classe indica il numero

minimo di telefonate da effettuare. Quindi, se l'intervallo a delle telefonate & di tre giorni, la prima telefonata di martedi
arriva dopo tre telefonate, la seconda dopo dieci telefonate, ecc.al variare di h in Z.

e a=4> 4x=2 (mod 7) 'abbiamo gia studiata e sappiamo che la soluzione & [4], = {x =4+7h,he Z} Quindi,

se lintervallo a delle telefonate & di quattro giorni, la prima telefonata di martedi arriva dopo quattro telefonate, la
seconda dopo undici telefonate, ecc.al variare di h in Z.



e a=5>5x=2(mod 7) =d = M.C.D.(a,n) = M.C.D. (5,7) = 1. Vi sono soluzionisedb & b=d.-c2122=1.2=c=2.
La soluzione & la classe [x, ], , con x, = s-¢C = 2s, dove s,t sono le soluzioni intere dell’'equazione diofantea d = as +
tn =1 = 5s + 71, che ha soluzioni perché M.C.D.(5,7) = 1|11 Con I'algoritmo delle divisioni successive si ha

T=5e1+2
J5:2-2+1 = 112:*57_25.-21}2 1=5-2(7-5¢1)=5-207+2e5=5(1+2)-207=503+7(-2)= s=3,t=-2= x,=sc=392=6
Lz =2e140 -

(6], = {x=6+7h,he Z }é la soluzione cercata, per cui se l'intervallo tra una telefonata e I'altra & di cinque
giorni, la prima telefonata di martedi & dopo sei telefonate.

¢ a=6>6x=2(mod7)=d=M.C.D.(a,n) =M.C.D. (6,7) = 1. Vi sono soluzionisedb & b=d.-c2122=1.2>c=2.
La soluzione & la classe [x,], , con x, = s-C = 2s, dove s,t sono le soluzioni intere dell’'equazione diofantea d = as +

tn =1 = 6s + 7t, che ha soluzioni perché M.C.D.(6,7) = 1|1 Con l'algoritmo delle divisioni successive siha: 7 =6-1+1 =
1=6(-1)+7-1=s=-1,t=1=x =s-c=-22[_2], = [5], - Quindilasoluzioneé 5] = {x =5+ 7h,he Z}

dove 5, rappresentante della classe, indica il numero minimo di telefonate da effettuare affinché una telefonata avvenga
di martedi, cioe se l'intervallo delle telefonate & di sei giorni, la prima telefonata di martedi arriva dopo cinque telefonate.

e a=7>7x=2(mod7)=>d=M.C.D.(a,n) = M.C.D. (7,7) = 747, per cui non vi sono soluzioni in quanto, partendo le
telefonate di domenica con un intervallo di sette giorni, esse avvengono tutte di domenica.

In generale I'equazione ax =2 (mod 7) non ha soluzioni quando d = M.C.D.(a,7)+2. Ora

7 se Tla per cui, se M.C.D.(a,7)=1=1]2, 'equazione ha sempre soluzioni congrue
1 se a7 vrelativamaite primi
tra loro modulo 7, quindi deduciamo che I'equazione non ha soluzioni se d = M.C.D.(a,7) = 7, perché in tal caso si ha che
d = 7+2. Allora , poiché se a & multiplo di 7 non vi sono soluzioni, come nel caso particolare che a = 7, concludiamo che se
l'intervallo € di sette giorni o di multipli di sette giorni, partendo da domenica tutte le telefonate avvengono di domenica e
nessuna di martedi. Si osservi che la ricerca di opportuni intervalli a tra le telefonate affinché non vi siano telefonate di
domenica, equivale a considerare il caso in cui 'equazione ax=0 (mod 7) non ha soluzioni, mad = M.C.D.(a,7) & 1 oppure?
ed in entrambi i casi d|0 per cui si ha che si hanno sempre soluzioni date dalla classe [( ], = {7 h,he Z }in quanto per x

d=M.C.D.(a,]7)= {

=0sihaa-0=0 (mod 7). La conclusione & che vi saranno sempre telefonate di domenica comunque si vari l'intervallo tra le
telefonate.

Per risolvere problemi inerenti alla risoluzione di sistemi di congruenze lineari, &€ fondamentale il seguente teorema dovuto al
matematico cinese Sun Tsu Suan-Ching (300 a. C.)

Teorema cinese del resto:

. . . . |x=a(modn)
Se nmeZ, 6 = M.C.D.(n,m), il sistema di congruenze lineari ha come
x =b(modm)

soluzione almeno un intero x,eZ verificante il sistema se e solo se a=b(mod J) ovvero se 6 ¢ un
divisore della differenza dei termini noti.

Si ha inoltre che, se 6#1, allora la soluzione generale ¢ la classe [x,];={x,+kd.ke Z},
se invece 0=1, si ha che Ya,beZ il sistema e risolvibile ed ha come soluzione la classe
(%1, = [X01,5 dove y =m.c.m.(n,m)=[n,m]

Dimostrazione:

La condizione & necessaria. Infatti supposto che il sistema ammetta la soluzione x, €Z, deve verificarsi che

X, = a(mod n) X, =a+ h ,he Z
=
Xo =b+ kn ke Z

= a+ hm =b+km = a-b =kn — hn
X, = b(mod m)

Ora d|n e |lm per cui, in base alla proposizione8 pag.2 cap.l, divide anche una combinazione lineare di n ed m, quindi
0 | km-hn = ¢ | a-b =>a=b(mod §). Viceversa la condizione ¢ sufficiente perché se a=b(mod 6)= § | a-b=a-b =10, reZ.
Allora per I’algoritmo esteso di Euclide (teorema pag.7 cap.I) devono esistere due interi s,teZ tali che 6 = sn + tm, da



cui sostituendo si ha a-b = r(sn+tm) = (rs)n+(rt)m = -hn + km = x,=a + hn =b + km & una soluzione di entrambe le

equazioni in quanto a + hn = a (mod n)<a+hn-a=hn,b+km=b (mod m) & b +km-b=km.

Proviamo ora che, detto S 1’insieme delle soluzioni del sistema, con S#() poiché X, eS,siha S= [xo] s nel caso che

6+1. Infatti Sc [x, ] 5 perché se x €S & una soluzione, allora deve aversi

{ = a (mod n):> {

b (mod m )
D’altra parte anche anche x, & una soluzione, da

X, = a(mod n) X, =a+ hh he Z
= =
Xo =b+ kn ke Z

= a+ h'n,h'e Z
b+ k'n,k'e Z

= );=a+h'n=b+k'm

=
= 1=
Il

X, =a+ hn = b+ km
X, = b (mod m )

Sottraendo membro a membro si ha ;c— x, = (h'=h)n = (k'-k)m :>n|;c— X, M ;c— X, =0 | ;c— X, =>0p, pel=

;czxo(modé') — xe [x,]5-

Si ha pure [x,]; ¢S poiché se xe [x,]15s = x= x,(mod 0) = x= X, +ho,he Z,daltronde essendo x, una
soluzione del sistema, deve verificare la prima equazione x, = a(mod n) , inoltre deve essere per un determinato heZ
hd = 0(mod n) in quanto n =h’6= k’'n=k’h’6= hé = k’'n= hd=0 (mod n). In base alla compatibilita rispetto alla
somma della relazione nZ (vedi pag.7 cap.ll) si ha sommando membro a membro le relazioni

{xo = a(mod n)

= x,+hd =a+0mod n)= ¥ = a(mod n) Ppercui x & soluzione della prima equazione.
hé = 0(mod n) 0

Si ha che x & soluzione anche della seconda equazione perché sostituendo ;c = x, + hJ nella seconda equazione si ha
X, +hd =b(mod m) = O6h =b — x,(mod m) equazione nell’incognita h avente soluzioni poiché M.C.D.(6,m) = ¢
€ 6lb — x,inquanto dax, = b(mod m) = b — x,(mod m) = b — x, = km segue che, avendosi 6 | kmekm =

X0=, sostituendo sihab-x,= 6 =6 1b — x 0 L’equazione oh = b — x,(mod m) ha come soluzione la classe

[h], = {h +k %, ke Z} da cui per k = 0 si ottiene il valore h che nella ;c = x, + hJ verifica la seconda equazione

5
e quindi il sistema. Si conclude quindi che S = [x,]; .

Nel caso che invece =1, si ha che Ya,beZ il sistema ¢ risolvibile perché, per la prima parte del teorema,cio si ha se

a=b(mod 9) < dla-b, ed 1la-b. Detta allora x,una soluzione particolare, proviamo che S = [x,],, valendo le

relazioni Sc[x, ], » S2[x,1,, - Siha Sc[x,],,, poiché se xeS

nm

= | ¥ =a(med n) x=a+hn=b+k'm x—x,=00m=Kk)m =
x =b(mod m) = X

o =a+h'n=b+k'"'m
X, =a(mod n)
X, =b(mod m)

nlx— X, ,m|x— X, >nm|x— X, (corollario4 pag.8 capl) = x — X, =hnm=> x

Xo(mod nm) = xe [x,]

nm *

@



Viceversa si ha pure [x,], <8 in quanto xe [x,1,, = X = x,(mod nm) = X = x, + hnm ,he Z .Ora

nm nm

ovviamente si ha hnm=0(mod nm), hnm=0(mod n), hnm=0(mod m), da cui
X, = a(mod n)

hnm = 0(mod n) Xy + hnm = a + O(mod n) ;cEa(mod n)3 - s
X €

X, = b(mod m) Xy + hnm = b + 0(mod m) ;czb(mod m)

hnm = O0(mod m)

Infine si ha [x,],, =[x, ]ﬂ poiché ricordando che n-m = §-y, si ha

nm

x=xy(mod nm) & x=x,+hnm =xy+hdu =xy+h'y < x=x,(mod u)-

~§8§§~

Vogliamo ora dare un metodo generale di risoluzione dei sistemi di equazioni congruenziali lineari.

o : : .. Jx=a(modn,) :
Cominciamo con un sistema di due equazioni dove supponiamo 6= M.C.D.(n,,n,)
x=a,(modn,)

=1

per cui deve essere y = m.c.m.( 1,n,) =1, - N, . In base al teorema precedente la soluzione & la classe [x,],;
ora siha o = M.C.D.( n, A )=M.C.D.( n,, L J
n, n,

i i

)=M.C.D.(n,, nj.) =1Vi#j €{ 1,2 }, per cui considerati gli interi

rimi tra loro 5. <= ,applicando 1’algoritmo esteso di Euclide si possono trovare due interi s,t tali che g5 + 2~ =1.
primi tra | ,,ﬂ pplicando Ialgorit teso di Euclide si p t due interi s,t tali che sp, H_q
n, n.

i i

Allora posto e; = tﬁ, siha sn, +e, =1=1-¢, =sn, = ¢, =1(modn;) ed inoltre ¢, = 0(mod n;) per i#j
n,

l

poiché in tal caso e, = tn ;- Da queste due relazioni segue che

e; =1(mod n,) {aiei =a,(mod n,)

JAF
ei EO(mOd nj) aiei EO(mOd nj) : /

ae, =a,(mod n,)
ciot¢ | ae, = 0(mod n,) dacui sommando membro a membro la prima con la quarta e la seconda con la terza, si ha :
a,e, = a,(mod n,)

a,e, = 0(mod n,)

2
ovvero la somma X, = Zaiel. soddisfando il sistema ¢ una soluzione particolare dello

a,e, +a,e, =a,(mod n,)
ae + ae, =a,(mod n,) P

stesso

. Esempio: Sia il sistema x = 0(mod 7) dove, riferendoci alla simbologia precedente, si ha che n=17 n,= 5.
x = 3(mod 5)

Poiché 6 = M.C.D.(7,5) = 1, il sistema ¢ risolvibile ed ha come soluzione la classe [xo ]ﬂ = [xo ]35 ,dove y =m.c.m.(7,5) = 35.

Applicando I’algoritmo esteso di Euclide dobbiamo trovare due interi st tali che sp, + ¢ H_ lcheperi=1da7s+5t=1,
n

i

quindi con il procedimento delle divisioni successive per determinare il M.C.D.(7,5) = 1 si ha
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Quindi la soluzione & la classe [28],5 = {28 +35k,k e Z}.

Esempio:

Dato un certo numero di arance ne avanzano 6 se disposte a gruppi di 7, ne avanzano 5 se disposte a gruppi di 9.
Quante sono le arance?

X =6 (mod 7)

x =5 (mod 9)

Ora MCD(7,9) = 1 peer cui 6=5 (mod 1) cioe 1 divide (6-5), quindi la soluzione esiste. x =7t + 6 =5 (mod 9), 7t =5 (mod 9) - 6 = 8
(mod 9). Questo passaggio mi porta ad una unica equazione nell'incognita t alla quale applico la procedura vista sopra: 7t = 8 (mod 9)
, MCD(7,9) =1

1=7h+9k; h=4; k=-38=p*1; p=8

t=ph=32 X =7t + 6 = 230 . Siccome mcm(7,9) = 63, la soluzione €: x =230 + 63k = 230 (mod 63) = 41 (mod 63)

Ritorniamo quindi al problema della ricerca delle condizioni secondo le quali in Z/nZ(+,*) si
hanno elementi invertibili rispetto al prodotto. Mentre in Z(e) gli unici elementi invertibili sono 1 e
-1,in Z/nZ vi sono elementi invertibili distinti dall’unita; ci proponiamo quindi di vedere pure
quando tutti gli elementi non nulli, ovvero distinti da [0], , sono invertibili, poiché in tali casi,
essendo Z/nZ(+) un gruppo additivo abeliano e Z/nZ-{[0],,}(¢) un gruppo moltiplicativo abeliano,
la struttura Z /nZ-{0}(+,*) risulta un campo. Consideriamo Z/nZ conn>1.e [a] , # [O]

ae{0,1,...,n-1}, si ha

n?

Proposizione:

[a] , e invertibile< (a,n)=1

Dimostrazione:

Per semplicita supponiamo inizialmente che a€{0,1,...,n-1 }.

La condizione ¢ necessaria avendosi [a] , ¢ invertibile=3 [a’] , € Z/nZ /[a] ,*[a’] ,=[1], &
[asa’], =[1], <aa’=] (mod n)<aa’-1=hn, heZ opportuno.<aa’-hn =1.

Se per assurdo d = M.C.D.(a,n)>1,essendo d in particolare un divisore comune di a ed n, deve aversi
che d divide qualsiasi loro multiplo per cui d /a A d/n =d/aa’A d/hn=d/aa’-hn=d/1 assurdo, per

cui necessariamente M.C.D.(a,n)=1. Viceversa la condizione ¢ sufficiente perché se a ed n sono

relativamente primi, cioe M.C.D.(a,n) =1, I’equazione congruenziale ax = 1(mod n) ha come

soluzioni la classe [ x ] , con xeZ per cui deve verificarsi ax = I1(mod n)=—| ax] ,=[1], e poiche



[a;c]n=[a]n- [;c]n,segue[a]n- [x], = [1],,cioe[a], ¢ invertibile.

Il teorema sussiste anche nell’ipotesi pitl generale che acZ.

Infatti la condizione ¢ sufficiente perché

se supponiamo che il M.C.D.(a,n) =1, YaeZ ,dividendo a per n si ottiene a = bn + rest(a,n),
O=rest(a,n)<n = [a] , = [rest(a,n)] , .Ora deve essere M.C.D.(a,n)=1= M.C.D.(rest(a,n),n)=1.
Infatti se per assurdo si avesse M.C.D.(rest(a,n),n) =d >1=—=d/n A d/rest(a,n)=>

d/bn,beZ A d/rest(a,n)=d/bn+rest(a,n)=d/a. Ma ’aversi simultaneo di d/a e d/n & contro I’ipotesi
che il M.C.D.(a,n) =1. Quindi la classe [rest(a,n)] , € invertibile per la prima parte del teorema, e

poiché [a] , = [rest(a,n)],, anche classe [a] , ¢ invertibile.

n?

La condizione ¢ necessaria perché, essendo [a] , = [rest(a,n)] ,, se [a], € invertibile, lo deve essere

anche [rest(a,n)], ,0<rest(a,n)<n, quindi per la prima parte del teorema deve essre

M.C.D.(rest(a,n),n) =1 Si ha infine che M.C.D.(rest(a,n),n)=1— M.C.D.(a,n)=1
Infatti, se per assurdo a ed n non fossero relativamente primi, posto M.C.D.(a,n)=d >1, deve aversi
d/a A d/n= d/bn, beZ= d/a-bn— d/rest(a,n). Allora da d/n e d/rest(a,n) segue 1’assurdo, essendo

per ipotesi M.C.D.(rest(a,n),n)=1. Quindi deve essere M.C.D.(a,n)=1.

Nota: Quando esiste, indichiamo con [cx];i I’inversa di classe [a] ,

di modo che

[al, - [al;* = [al, - [a™*] = [1],,, dove a* & quell’intero per cui aa™* = 1 (mod n)

Lanello  Z/6Z(+,) = {[0]5,[115,[2]5,[3]5,[4]5[5]¢}

Orologio con sei ore

Applicando la proposizione precedente si ha che tutti e soli gli elementi invertibili sono quelli in cui
il rappresentante della classe ¢ relativamente primo con 6, cio¢ 1 e 5 essendo M.C.D.(1,6)=1 ¢
M.C.D.(5,6) =1. Quindi risultano invertibili solo [1] ce [5].



In generale allora possiamo dire che in Z/nZ vi sono sempre elementi invertibili poiché per ogni
intero n fissato, vi sono sempre tra gli interi 0,1,...,n-1, numeri che sono relativamente primi con il
modulo n della congruenza . Tale numero dei numeri minori di n e primi con n, si indica con ¢(n) e
prende il nome di indicatore di Gauss-Eulero.

Definizione

Dicesi indicatore di Gauss-Eulero , detta anche funzione di Eulero o funzione totiente
I’applicazione ¢:N-N/V¥Y neN-p(n)eN, con ¢(n) numero dei numeri primi con n e minori di n nel
caso che n>1, mentre se n=1, allora ¢(n)=1, ovvero

numero degli interi positivi minori di n e primi con n n>0}

=" o

che risulta essere la cardinalita ( numero degli elementi) dell’insieme
pn)=|{aeN /1=a=n,(an)=1,ne N}
Osservazione: si osservi che 1 numeri interi a primi con n € minori o uguali ad n sono

necessariamente minori di n, perché per a =n si ha (a,n) # 1, in quanto n stesso ¢ un fattore
comune.

Esempio: ¢(2) =1, ¢(5) =4, ¢(6) =2, ¢(10) =4. Infatti ad esempio gli interi positivi minori o
uguali a 10 e primi con 10 sono 1, 3, 7, 9.

Esempio:Ricordato che le frazioni proprie sono le frazioni — , con 1 < m < n, tra queste quelle
#

ridotte ai minimi termini sono quelle per cui (m,7) = 1, il cui numero ¢ uguale al numero degli
interi m minori o uguali ad n e primi con n, cioé ¢@(n).

Proposizione:

Se p € primo allora ¢(p) = p-1

Dimostrazione: Ovvia, poiché tutti i numeri minori di p sono p-1 e risultano primi con p.

Abbiamo provato a pag.31 che nella struttura moltiplicativa Z/nZ (-) delle congruenze modulo n tutte e

sole le classi invertibili [a],, distinte dalla classe nulla [0]_sono le classi tali che (a,n) = 1, cioe
tali che sono primi tra loro il rappresentante della classe ed il modulo della congruenza.

1)



Sia A, ={[a], € Z/mZ—{[0], ¥ [a], ¢ invertibile} insieme di tutti gli elementi invertibili di

(Z/mZ — {[0],})(-]. Ora, poiché tutte le classi si riducono alle classi [a],, con 1 < a <n —1,si

ha A, ={[a], € Z/mZ—{[0],}/ 1< a =<n—1,(amn) = 1}, lacui cardinalita ¢ |A, | = ¢(n),
numero degli interi minori di n ( quindi minori o uguali a n-1) e primi con n.

Un’equazione diofantea lineare ¢ un’equazione del tipo ax + by = d, con a, b,d € £, nelle

incognite intere x, v € Z.

Proposizione: Se a, b £ Z sono interi non simultaneamente nulli e d = (a, b), allora 3x,y £ Z

N

tali che ax + by = d, anzi 'insieme soluzione dell’equazione {(x, y) € Z°/ ax + by = d} ¢
numerabile.

Dimostrazione: Poiché ax + by = d = by = d — ax, le soluzioni cercate per X sono

necessariamente quelle per cui d — ax ¢ un multiplo di b. Se x, ¢ una di queste, sia y,il valore

corrispondente di modo che la coppia ordinata (x, v, ) risulti una soluzione dell’equazione. Allora

da ax, + by, = d segue sommando e sottraendo k2 con k € Z, axy; — k%b-i- by, + k';—b =d=

b ay _ . sen qs N _ B (AP
a(xu, - kE) +b (}’u + k;} = d (identita di Bezout), donde ¥k € £ (xc, k=, ¥p + L:d) ¢

soluzione dell’ equazione.

Corollario: L’equazione diofantea lineare ax + by = 1 ha un insieme numerabile di soluzioni se

(a,b) = 1.

Dimostrazione:Per la proposizione precedente d = 1 = (@, &) & la condizione perché vi siano
soluzioni.

@



Proposizione: La funzione di Eulero @ () & moltiplicativa, cio¢ si ha ¥n, m € Z primi tra loro

per cui (n,m) = 1, che @(nm) = @(n) - @(m).

Dimostrazione: Consideriamo I'applicazione

f : )
f:[xlym € EnmZ = f[x],) = ([x],. [x]..) € Z/nZ x ZjmZ, che risulta ben posta perché se due
elementi sono uguali nell'insieme di partenza, allora anche le loro rispettive immagini lo sono nell'insieme di

arrivo, ossia si ha [x] . = [V]m = Fllx]am) = Fy]am)-
Infatti

um = DWlam =¥ € [xlym =¥ —x = k(nm) ,k € Z=y =x+ (km)n= [yl; = [x + (km)n],
— [xl, + [eml, -[nl,, = [x], + lem,, - [01, = [x], + [0], = [x + 0], = [x], eanalogamente

[l = Wlam=vElxlim=y=x+kinm keZ=x+{knm=[yl, =[x + (kn)m],
= [x],, + [kn],, - [m],, = [x],, + [kn],, - [0],, = [x],, +[0], = [x+0],, = [x],..
Quindi

[Xpm = Wlam = [x], = vl 2], = Wl = (Ix],  [x]) = (Il vl o) = £ ) = FU ]G0
L’applicazione f & biiettiva ovvero al contempo suriettiva e iniettiva. Per provare CIO
facciamo vedere che comunque preso un elemento ([a],.[5]..) dell'insieme di arrivo
€ ZnZ X Z/mZ, questo & immagine tramite f di uno e un sol elemento [x],,,., dellinsieme di
partenza Z/nmZ.

Considerato allora I'elemento ([a],[b],.) € ZinZ x Z/mZ, Sia x € Z tale che x € [a],, n [b],,.
Affinché cio abbia senso deve essere [a], n [B],, = @ e ci0 si ha perché x € [a]  n [b],, =
E € lal, = E = a(modn) sistema di congruenze che per il teorema cinese del resto

€ [bl,. = b(mod m)
(pag.28) nel caso § = (n,m) = 1, e risolvibile e ha come unica soluzione la classe [],,,, (
essendo

g =m.com.(n,m) =nm).

Avendosi allora che ad ogni fissata coppia ordinata ([a],.[b]..,) € Z/nZ x Z/mZ, cOrrisponde
un’unica classe [x],.. € Z/nmZ avente come immagine tramite f tale coppia, si ha che f &
una biiezione tra ZinmZ € Z/nZ x Z/mZ. Vogliamo provare che f induce una
corrispondenza biunivoca tra gli insiemi delle classi invertibili A,,,, e A, x A, dove
sappiamo che A, ={[a], € Z/nZ—{[0],.}/ [a] , & invertibile}. Se [c],,, € A, ¢ una classe di

A, invertibile, in base alla proposizione pag..31 deve essere (c,nm) = 1 e quindi per la
proposizione pag.2 segue {c,n) = 1e (¢,m) = 1, il che implica I'invertibilita di [c], € A, e

[c],, € A,,. Dacio segue allora che f([¢],m) = ([c],.[¢l,) € A, X A, ossiale immagini degli
elementi [c],.,, € A, sono gli elementi ([c]..[c],,,) di A, X A_che si ottengono considerando la
restrizione di f a ‘A,,,,, C&/nmZ. Poiché f ¢ iniettiva, lo & anche la sua restrizione

g: [l € A CZmmZ—gllcl,,,) = fllcl,) = ([l [cl,) € A, X A, .CZmZ X ZfmZ , che
trasforma nello stesso modo di f.

In modo equivalente cid si pud dimostrare osservando che, per essere [c],,,una classe invertibile di
Z/nmZ, deve 3h € Z tale che [h],,, € ZnmZ e [c],,. - [h],,, = [1],.,., cheimplica

[ch],.,, = [1),,, = ch = 1(mod nm) = 1 = ch(modnm) =1 —ch = k(nm), k € £.

Allora, dall’equazione lineare diofantea ch + (nm}k = 1 nelle incognite h e k, avente un insieme
numerabile di soluzioni poiché (¢, 7m) = 1, segue che pure hanno soluzioni le equazioni lineari
diofantee ch + (km)n = 1e ch+ (kn)m = 1.

Quindi necessariamente deve essere (¢,1n) = 1 e (c,m) = 1, donde I'invertibilita delle classi

[cl, €A, [c],., €A, =(c]l,.lcl,)e A, xA, , ossia f([c]l,,)EA, XA,



Proviamo ora che g: A,,,— A, X A,,¢ suriettiva, cioe fissato un qualsiasi elemento

([al,.[b],.) € A, X A, esiste un unico elemento [c],. € A, la cui immagine tramite g &
([al,.[P],) € A, x A . Poiché f & biunivoca, fissata la coppia ([a],,.[b],,) € A, X A, questa e
immagine tramite f dell’unico elemento [¢],,,, € Z/nmZ per cui

flelam) = (el [€]lm) = ([l [Blm) =

[c], = [al, e [c],, = [b],, donde ([c],.[c],,) € A, X A,,. Vogliamo provare che [c],,, € A,
avvenendo cid se e solo se (¢, m) = 1. Cominciamo a far vedere che (¢,n) =1¢e (c,m) = 1.

Poiché([2],,[b],,) € A, x A, = [al, € A, [b],, € A, con (an) = Le (b;m) = 1,

riferendosi inizialmente alla classe [a],,, si ha che 3a € Z/ [a],, - [«], = [1], = [a ], = [1], =

1 = ac(modn)= 1 =aa +Bn,B € Zopportuno. D’altra parte da [c],, = [a], = a =c (modn) =

a = c+ kn, k € Z opportuno, da cui sostituendo segue
1=ao+pn=alc+kn)+ fn=ac+ (ak + S)n. Alloral’equazione ca +niak +5)=1¢
un’equazione diofantea lineare nelle incognite intere & e ek + 8 la quale ha soluzione se (c,n) =1

Ripetendo il ragionamento per la classe [b],, € A, per cui deve essere (b,m) = 1, a causa
dell’invertibilita di [b],,segue che 3a" € Z/ 1= ba +Bm,f € Ze poiché
[c]l,,=[bl,=b=cH+hnhEZseguel =a'c+ (a:'.h+ ﬁ')m , donde (¢,mm) = 1. Da ci0 segue
che necessariamente (c,mm) = 1, perché se per assurdo fosse (¢, nim) = 1, allora esisterebbe
almeno un intero p primo tale che p|c e p|nm, ovvero essendo p primo per il teorema di Euclide
pag.2 se p|nm allora p|n oppure p|m. In definitiva p|c e p|n oppure p|m implica (c,n) = 1
oppure (¢,m) # 1, contro I'ipotesi. Ne segue allora che (¢, nm) = 1, conseguendo da cio che
[c].... € £/nmZ & invertibile per cui tale classe deve appartenere a A, . Allora la funzione g ¢
suriettiva ed essendo iniettiva, risulta una biiezione tra A__ e A, X A_; questo implica
I’'uguaglianza delle cardinalita ¢ (nm) = |A,. | = |A,, x A, | = |A,||A,| = ¢(n)-e(m). 1l
teorema & cosi provato.

Corollario: Se p e q sono numeri primi, allora ¢(pq) = ¢(p)e(q).

Dimostrazione: Essendo @(p) = p — 1¢e @(q) = g — 1, si ha I’asserto per il teorema precedente.




Proposizione: Se p ¢ un numero primo, allora ¥h € i si ha

o(pt)=pt-ptt= p"(l—%)

Dimostrazione: Se h = 1si ha ¢(p*) =@ (p) =p —1=p*—p" Se h = 1, osservato che @(p")

indica il numero degli interi minori o uguali a pP e primi con p¥, il numero degli interi minori di p™ e non
primi con pP sono tutti e soli i multipli pk, con 1 = k = p"~2, di p minori o uguali a p®, il cui numero & dato

dal numero dei modi con cui si puo scegliere k, ossia ph_l. Il numero cercato ¢ allora cp'[ph} = ph - ph‘l.

Nota: Nella dimostrazione si sfrutta il fatto che un qualsiasi numero (nel nostro caso ph ) si puo ottenere
facendo la somma di tutti i numeri primi minori di esso (cioe cp(ph}} e di tutti i numeri non primi minori di
esso ( che nel nostro caso & p®~1), per cui il numero dei numeri primi col numero assegnato ( cioe -:p'[ph }j e
uguale alla differenza tra il numero dato ( ciog p) e il numero dei numeri non primi con il numero (ciog

pE=1).11 numero dei numeri t minori di p® e non primi con p®, ovvero per cui (£,p®) = 1& p*~peril
seguente motivo. Un tal numero t ha nella sua scomposizione in fattori o p oppure una potenza di p che al pit

pud essere pf, per cui & del tipo t = pk, dove k = 1, ..., p?~L. Il numero dei numeri t & allora il numero dei
numeri k, cio¢ pP1,

Poiché per il teorema fondamentale dell’ Aritmetica esiste ed ¢ unica la scomposizione in fattori primi di un
qualsiasi numero intero, si ha:

Proposizione: Se n € ™ ha la scomposizione in fattori primi n = pf '-p:‘ - pshs, dove p?.h‘, con

i =1,..,5, s & M, sono numeri interi primi distinti con esponenti k, € M, allora si ha

om) =@ (p}'p;" - i) = @ (py )@ () - - 0 (p)

Dimostrazione: Dimostriamo per induzione. Se s = 1 (base induttiva) allora

n= ptl"- = p(n) = q:r[ptl"-) e la tesi ¢ ovviamente verificata. Supposto che la proposizione sia vera
per un qualsiasi intero positivi n avente una fattorizzazione in s fattori primi distinti

p;#p; VijEN/1<i=j<sdatadan= plh'-p;‘- v pghs, sia m il numero intero

@



fattorizzabile negli s + 1 primi distinti m = plh '-p;‘ o plis P, j;— =np, j;—, per cui deve aversi @

[n, pshj;'— = 1 essendo relativamente primi n e il fattore p, ﬂ_- Sfruttando il fatto che ¢ ¢

moltiplicativa, stante 1’ipotesi induttiva per cui la proposizione ¢ vera per s, si ha che la
proposizione ¢ vera anche per s + 1, cioe

s+1

@(m}w(p‘fp‘; o) =o (@7 ey ot ) =0 (nop ) = 0 0 (p)) =

(B o) 05 = 0 (670 o) - o8 -0 (57)

. In base allora al principio d’induzione, possiamo affermare che la proposizione € vera per ogni numero
naturale s.

Osservazione: Che debba essere [n P = 1 risulta dal fatto che, per come si ¢ definito n, nella

3+1
scomposizione in fattori di quest’ultimo non figura il fattore primo p, j;-, ma d’altra parte se per
assurdo si avesse [n ps o ) d =+ 1, tale massimo comun divisore dovrebbe contenere nella sua
scomposizione in fattori I’intero p, j*-con una certa molteplicita 1 < + =< s 4 1, cioe aversi

d = (ps:*)’, essendo p, ., numero primo. Ma cid implicherebbe che (p/s;*) divide n e quindi per

il teorema di Euclide che p_., divide pr.h‘per qualche 1 = i = s, da cui I’'uguaglianza p.., = p,,

assurdo essendo i fattori p, primi distinti.

Il seguente corollario da un’espressione di @(n)in funzione dei fattori primi di n indipendentemente
dalla loro molteplicita, ovvero dell’esponente con cui compaiono nella fattorizzazione di n.

Corollario:Se n € ™ ha la seguente scomposizione in fattori primi p,, (i = 1, ..., 5) distinti

n= pl'."‘—pi':":. p_? ,siha ¢@(n) = fP[nf:i’p?f) ="H§:1(1_i)

Dimostrazione:Per le proposizioni precedenti, sfruttando il fatto che ¢ ¢ moltiplicativa, si ha:




i h h h
pln) = ¢ (HF;F‘) = @{Pilpzz el = ¢{p11)cp{p29)-...-¢{p§:}

C o))
= 1 —— 1—— . op™ll ——
pi( Py P, P Ps P

&

ot (45 ()= L1 5)
plpz o p;[ pz ps D pi

Esempio: n=2%.5%.7=825.7 = 1400 (1400) = 1400(1~3) (1 - 3) (1 ~3) = ZZ* = 480 sono i numeri minori

o uguali a 1400 e primi con 1400.

La proposizione di pag.34 che stabilisce che g & una funzione moltiplicativa, ovvero che %¥n,m £ Z, (11,1 =1,

ohm) = @) - @(m), & suscettibile della seguente generalizzazione nel caso (n,m) =d,cond £ M

anche se d = 1.

Proposizione: Se n,m € Z, hanno come massimo comun divisore d = {r,m), allora si ha:

d
@lum) = @(n) - @(m) 7

Dimostrazione:Se d = 1, essendo @(d) = 1e (n,m) = 1, si ha la proposizione di pag.34 che &

vera. Supposto allora che d # 1, ricordato che il massimo comun divisore di due interi n e m € un
divisore comune a n e a m che risulta il piu grande dei divisori comuni a n e a m, essendo multiplo

di qualsiasi divisore comune a n e a m,si ha che se p € primo, allora p |d < p|n /A p|m, inoltre per

il teorema di Euclide, p [nm = plnVp|m (potendo ovviamente dividere entrambi). Allora,

estendendo la produttoria a tutti i numeri primi distinti p che dividono il prodotto nm e osservato
che tra questi vi sono quelli che dividono n, quelli che dividono m e quelli che dividono
eventualmente entrambi, il numero dei fattori primi distinti che dividono il prodotto nm ¢ dato dal
prodotto del numero dei fattori primi che dividono n per il numero dei fattori che dividono m, diviso
per il numero dei fattori che dividono entrambi, cioe diviso per il massimo comun divisore di n e m.

Da cio segue [1,),.,, = [L, [L 1/ 1, o Siha:



o) e -D) (-3 (Thufa-) =22
p(m) =m H;-ii(l - i] =m Hmm(l - E\':> Hpm(l - 5

gim)
o(d) = dll7s(1-) = dlloie(1-7) Moje(1-3) £

o da cui si ottiene:
)

o1 i (22} 2l st
r-[_5'|5'|:_1 _l_}

1 ., S d
@(nm) = nml'lmm(l—;] =nm = nm—gg= = @(n) - @(m) T

La funzione di Eulero ha altre interessanti proprieta su cui non ci soffermiamo non essendo strettamente funzionali al
nostro discorso. Ritorniamo al problema dell’invertibilita delle calassi di congruenza modulo n.

In quale caso si ha che tutte le classi [a] # [0], sono invertibili? Risponde a cio la seguente
proposizione.

Proposizione:

V[a] €Z/mZ-{0}, [a] ¢ invertibile < n & numero primo

Dimostrazione:

Considerato neN e O<a<n, la condizione & sufficiente perché se n ¢ primo allora n#1 e gli unici
divisori positivi di n sono 1 ed n stesso per cui tutti gli interi positivi minori di n sono relativamente
primi con n. In base alla proposizione precedente tutte le classi non nulle di Z/mZ sono invertibili.
La condizione ¢ poi necessaria perché, se per assurdo n non fosse primo nell’ ipotesi che tutte le
classi non nulle risultino invertibili, n dovrebbe ammettere divisori non banali ovvero

Ja,beZ,0<a<n, O<b<n /n = ab. Ora essendo [a] # [0], poiché 1<a<n, [b] # [0], poiché 1<b<n,
stante la supposta invertibilita, deve aversi [a] =[a] e [1] = [a],([b]l[b’],)= ([a],[b])*[b’],=
[ab], ¢ [b’] =[n][b’] =[0]e[b’]=1[0], cioe [a] = [0],, contro I'ipotesi che [a] # [0],.

Quindi



Proposizione: @

Z/nZ-{[0] }(¢) ¢ un gruppo abeliano < n ¢ primo

Dimostrazione:

Essendo verificate le proprieta associativa, commutativa, e 1’esistenza dell’l’elemento neutro [1] ,
basta dimostrare che in Z/mZ-{[0] }(*) tutti gli elementi sono invertibili se e solo se n ¢ primo, il

che si ha per la proposizione precedente.

Anceta wn f@ 'di Aeotia

Sia G(*) un gruppo moltiplicativo ed HCG una sua parte. Consideriamo tutti gli elementi x,yeH e
gli inversi x~' degli elementi non nulli di H, che possono non stare in H in quanto non & detto che H
sia sottogruppo, quindi facendo tutti 1 possibili prodotti che possono non appartenere ad H. ma che
appartengono a G, essendo G chiuso rispetto all’operazione. Il sottoinsieme di G che cosi si ottiene,
contenendo i prodotti x x' =1, contiene 1’unitd, e per i suoi elementi continuano a valere le
proprieta di gruppo, compresa la chiusura rispetto all’operazione, per cui risulta un sottogruppo di G
detto sottogruppo generato dalla parte H che indichiamo con <H>. Esso risulta il minimo
sottogruppo di G contenente H, intersezione di tutti 1 sottogruppi di G contenenti H. Consideriamo
ora il caso che H si riduca ad un solo elemento geG, cioe <H> = <g>.1l sottogruppo generato dalla

parte H = {g}, deve contenere allora i prodotti a due adue gg = g°, g 'g=1,gg'=1, g"' g7'=

g ,atreatreggg= g’, g g ' g”'= g, altri prodotti a tre a tre danno elementi gia trovati, a
quattro a quattro gggg = g*, g ¢ ' g7 g'= g, altri prodotti a quattro a quattro danno elementi

gia trovati ecc. Quindi tali elementi non sono tutti distinti e si vede che <g>={g" /neZ}, minimo
sottogruppo di G contenente {g} costituito dalle potenze dell’elemento geG.

Definizione

Un gruppo G(°) si dice ciclico se AxeG/<x> = G e I’elemento x dicesi generatore del gruppo G



Osservazione:

Affinché G risulti ciclico ¢ sufficiente che esista almeno un elemento che lo generi e non che ogni
elemento di G sia un generatore di G. Si noti che I’unita di G, 1€G, genera il sottogruppo identico
di G, <1>= {1}(*).

Esempio:Il gruppo additivo degli interi Z(+) ¢ ciclico avendosi <1> = Z(+). Per questo basta far
vedere che I’unico sottogruppo di Z(+) che contiene 1 ¢ Z(+).Infatti preso un qualsiasi sottogruppo
di Z(+), allora deve essere 1€Z, ma anche, per definizione di sottogruppo e quindi per la chiusura
rispetto all’operazione, 1+1 = 2,1+2 = 3€Z, ecc..ed anche per I’esistenza dell’ opposto di ogni
elemento deve contenere 1-1 =0, -2, -3, ...ecc..,cioe¢ tutto Z(+). Risultando allora Z(+) il minimo
sottogruppo di Z(+) che contiene 1, si ha che Z(+) = <1>, cioe che Z(+) ¢ ciclico. Si vede
facilmente che anche <-1> = Z(+), pero si ha che <2> =27 = {2n/neZ}=P , sottogruppo dei
numeri pari, non & tutto Z(+), essendo <t> = tZ={tn/neZ teZ ; }cZ(+) tutti e soli i sottogruppi di

Z(+).

Sia G(e) un gruppo moltiplicativo, sappiamo che YxeG, x" =1per n = 0. per definizione. Il
problema ¢ ora di stabilire se esistano o meno neN/ x" =1con xeG fissato, per cui consideriamo
I’insieme di tutti i numeri naturali che,per un determinato elemento x di G, siano esponenti di
potenze uguali a 1, cio¢ supponiamo che {neN/ x" =1}#(.Detto m = min{neN/ x" =1 }(assioma
del buon ordinamento), deve aversi me{neN/ x" =1} per cui x "= 1,con m pil piccolo numero
naturale per cui cid accade. Considerato <x> = { x°,x', x*,...,x"' }<G sottogruppo ciclico generato

da xeG@G, vogliamo provare che tale sottogruppo ha ordine m e a tale scopo diamo le seguenti
definizioni.

Definizione

Dicesi ordine o periodo dell’elemento xeG(e) e si indica con o(x) oppure con |x|, il minimo
intero positivo m per cui x” =1, mentre I’elemento x si dice periodico o di torsione.

Si pone in_tal caso o(x) < oo.

Nota:

{neN/x" =1}#0.—=3 o(x), cioe il verificarsi di x" =1 per qualche n>0 , allora I’elemento x &
periodico. Si noti pure che in ogni gruppo moltiplicativo 1’unita ¢ un elemento periodico di periodo

1 avendosi 1" =1 con n=1 minimo intero positivo per cui ci0 si verifica.

«



Definizione

L’elemento xeG(e) si dice aperiodico o senza torsione se non ¢ periodico ossia YnelN, x" #1
In tal caso si pone o(x) = co

Definizione

Si dice che G(¢) € un gruppo periodico o di torsione se YxeG-{1} si ha che x e periodico, cioe se
0(X)< oo.

Definizione

Si dice che G(¢) € un gruppo aperiodico o senza torsione se YxeG-{1} si ha che x ¢ aperiodico,
cioe se o(x)= oo.

Definizione

Si dice che G(¢) € un gruppo misto se esiste in G-{1} almeno un elemento periodico ed almeno
un elemento aperiodico.

Proposizione:

Dato un gruppo moltiplicativo G(¢), un elemento xeG e periodico di ordine m se e solo se il
sottogruppo ciclico generato da x ha ordine m, cioe se

xegG, oxX)=m<oo & 1 <x>1=m

(Osservazione:

In base a tale proposizione, dire che I’ordine di x € il minimo intero positivo m per cui x" =1
equivale ad asserire che 1’ordine del sottogruppo ciclico generato da x ¢ uguale ad m.



Dimostrazione: @

La condizione ¢ necessaria. Infatti se per xeG si ha o(x) = m, allora deve esistere un intero m,
minimo intero positivo per cui si verifica che x™ =1. Il sottogruppo ciclico generato da x ¢ per
definizione <x> = { x" /neZ}, ora tali potenze sono tutte e sole le m potenze a due a due distinte

x°,x,x%,...,x"". Infatti esse sono tutte a due a due distinte perché se per assurdo esistessero almeno

k

due potenze uguali x" = x*, con O<sk<h<m-1, allora x" = x* =2 x"x™ = x*x"= x"* =1, con

O<h-k<m =0(x) = h-k<m, contro I’ipotesi o(x) = m, inoltre sono le sole perché se x" ,neZ, allora

mq+r :xqui’ :(XM)L]XV :qui’ :xr:>

dividendo n per m si ha n = mq + r, O<r<m,per cui x" = x
x"e{x%,x,x%,. L x" o<x> = {x"/neZ) = {x°, x,x*,....x" )=

P <x> 1= 1 {x",xx%...x""} I=m. Viceversase 1 <x> 1= Hx"/neZ} |=nm, tra tutte
le potenze x", neZ, ce ne sono solo m distinte e sono le potenze x%,x,x%,.,x" " in quanto se per
O=g<p=m-1, si avesse x’ =x? = x"? =1, 0<p-g<m= 0o(X) = p-q < m, assurdo. Allora deve
aversi 1 <x> 1= I {x°,x,x,..,x""'} I=m,epoiché o(x)= 1 <x> I,segue che o(x)=m.

La proposizione che segue stabilisce che tra i gruppi periodici ci sono tutti i gruppi finiti

Proposizione:

Se G ¢ un gruppo finito, allora ogni elemento xeG e periodico, ovvero G e periodico, e se G ¢
un gruppo finito di ordine m per cui si ha |G| =m, allora YxeG, o(x) e un divisore di m.

Dimostrazione:

Fissato xeG, per la proposizione precedente si ha o(x) = |[<x>|<co, in quanto essendo G finito per
ipotesi, deve essere finito anche il sottogruppo <x><G.Per il teorema di Lagrange sui gruppi finiti,
I’ordine di ogni sottogruppo di un gruppo finito & un divisore dell’ordine del gruppo, quindi deve
aversi |<x>|/|G|l=0(x)/m, cioe¢ o(x) divide m.

(Osservazione:

11 viceversa non vale esistendo gruppi periodici infiniti. Tra i gruppi infiniti vi sono pero anche
gruppi non periodici come i gruppi ciclici infiniti, che sono tutti isomorfi a Z/0Z (+) ~ Z(+), in
quanto Z(+) ¢ aperiodico poiché YxeZ-{0}, x ¢ aperiodico (se per assurdo x fosse periodico,
dneN/nx = 0, contro la legge di annullamento del prodotto, avendosi n>0, x>0. Si noti che il solo 0
¢ periodico di periodo 1).

Nota:

Essendo o(x) un divisore di m deve aversi m = o(x)q, qeN, quindi in particolare
xm — Xo(x)q — (xo(x))q — 11] :1



Proposizione:

Se G ¢ G’ sono gruppi isomorfi, allora G’ e periodico, aperiodico, misto se e solo se lo ¢ G.

Un esempio di gruppo misto ¢ Q-{0}(¢). Infatti 2 ¢ aperiodico (se fosse periodico IneN/2" =1
,assurdo), mentre -1 ¢ periodico in quanto (=1)* =1. Esistendo allora almeno un elemento
aperiodico ed uno periodico, il gruppo risulta misto.

Esempio:Il gruppo additivo Z/6Z(+) = {[0],,[1],[2]5,[3]5,[4],[5]} essendo finito ha tutti gli

elementi periodici in base alla seconda proposizione di pag.20, ed inoltre, dovendo il periodo di
ogni elemento essere un divisore dell’ordine del gruppo che ¢ 6, possono avere periodo uguale a 1,
2, 3, oppure 6. Ora, in generale si ha o([ x], ) = n se AmeN,minimo intero positivo/m[x],=[0],

quindi si ottiene che o([ 0], ) = 1, perché 1[0] ;= [0] ,con 1 minimo intero positivo affinché cio sia.
.Per trovare o([1] ;),0sserviamo che essendo I’elemento neutro [ 0], 1’unico elemento di periodo 1,
o([1],) puo essere 2,3, 0 6. Non pu0 essere 2 perché 2[1] = [1],+ [1],=[2];# [0];, né puo essere
3in quanto 3[1] = [3]# [0],, ed ¢ 6 poiché 6[1] ;= [6] ;= [0] ;= o([1]) = 6. Tale fatto pero
poteva dedursi dalla considerazione che [1] ¢ il generatore del gruppo ciclico Z/6Z(+), ossia <[1]
«> =2 /6Z(+), per cui essendo I’ordine di un elemento uguale all’ordine del sottogruppo da esso
generato, ovvero o([1],) =I|<[1],>|, da|Z/6Z] = 6 segue o([1]) = 6. Per lo stesso motivo si ha
o([5]) = I<[5]¢>| = 6 poiché <[5] ;> =Z/6Z. Si ha o([2] ;) = 3, in quanto 3 [2] ;= [6] ;= [0] ;, con
3 minimo intero positivo per cui accade ci0.In tale modo si calcolano 1 periodi degli altri elementi.

Arrivati a questo punto ci chiediamo se dato un gruppo moltiplicativo G(), il sottoinsieme dei suoi
elementi periodici(di torsione) costituisca 0 meno un sottogruppo di G, cioe se

T = {xeG/dneN, x" =1} < G().
La seguente proposizione risponde a tale domanda.

Proposizione:

11 sottoinsieme degli elementi periodici di un gruppo G risulta un sottogruppo di G se G ¢
abeliano.

Nota:

Tale sottogruppo prende il nome di sottogruppo di torsione 0 massimo sottogruppo di torsione del
gruppo G.

(Osservazione:

La condizione ¢ solo necessaria esistendo esempi di gruppi G non abeliani aventi un sottogruppo T
di torsione.



Dimostrazione:

Sia T = {xeG/dneN, x" =1}CG, Vx,yeT si ha che anche xy€eT, ossia T ¢ parte stabile rispetto
all’operazione di G, solo nell’ipotesi che il prodotto sia commutativo, ovvero quando G ¢
abeliano,potendo in tal caso permutare gli elementi nei prodotti seguenti

xyeT=InmeV/x" =1,y" =15 ()™ = (xy)...(xy)=(x...x)(y...y)=X""y"=x")" (")

mnvolte mnvolte

= 1"1"=1=xy€eT. Si noti che non ¢ detto che mn sia il periodo di xy ovvero il minimo intero per
cui (xy)™ =1.

Consideriamo ora I'insieme A, = {[a] , € Z/nZ—{[0], }/[a], & invertibile}, dove per la
proposizione pag.31, si ha che il numero delle classi invertibili sara dato dal numero degli interi

positivi a>0 minori di n e primi con n, cioe si ha |A, | = ¢(n). Poiché in A, vale la proprieta

associativa, c¢’e I’elemento neutro [1], , ogni classe ¢ invertibile e I’inverso ¢ in A, la struttura

A, (=) ¢ un gruppo moltiplicativo di ordine ¢(n). A pag. 36 abbiamo dimostrato che se G ¢ un
gruppo finito, allora ogni suo elemento x ¢ periodico e quindi, in base alla definizione anche G

stesso lo ¢, per cui se n ¢ ’ordine di G e m quello di x, minimo intero positivo per cui si ha x™ = 1,
m deve essere un divisore di n, donde posto n = mq , con q intero opportuno, si ricava

x™ =x™% = (x™)9 = 19 = L.In sintesi : in un gruppo finito di ordine n quindi periodico, si ha che

la potenza di ogni elemento, anch’esso periodico, di esponente I’ordine del gruppo ¢ uguale
all’unita del gruppo.

Teorema di Eulero — Fermat

Se aeZ, neN, (a,n)=1 si ha a” =1 (mod n)

Dimostrazione:

Per la proposizione a pag.31 si ha (a,n) = 1=[a], ¢ invertibile =[a] € A,={[a], € Z/nZ
—{[0]..} [a] , & invertibile}, dove A, (-) & gruppo moltiplicativo finito di ordine ¢(n). Per quanto

prima detto, si ha che la potenza di un elemento [a] , del gruppo A, (-} di esponente 1’ordine ¢(n)

del gruppo deve essere uguale all’unita del gruppo. Deve quindi risultare: ([a],)?™"=[1], e
oiché ( [a] ,)*" = = =[a’"], = a’" =1(mod n
p (lal,) [ala)mm[a]n [% ).v:)g] ( )

Nota: Ovviamente il teorema ha la formulazione equivalente

[a"’(")]n = [1], se (a,n) = 1

@



Corollario: Se N = pq,conp,qprimi, siha a”""" =a (mod N)

Dimostrazione:

Posto N = pq, con p,q primi, se acZ deve essere M.C.M. (a,N) = 1, per cui in base al teorema di

Eulero-Fermat si ha a?""’ =1(mod N). Ora ¢(N) = (p-1)(g-1). Infatti, essendo p e q entrambi primi,

tutti gli interi minori di p sono primi con p € cosi tutti gli interi minori di q sono primi conq, € .
poiché tutti gli interi minori di p sono p-1 e tutti gli interi minori di q sono g-1, tutti 1 possibili
prodotti che sono (p-1)(g-1), sono primi col prodotto pq = N. Il numero di tutti i numeri interi
minori di pq e primi con pq ¢ allora (p-1)(g-1). Possiamo allora scrivere a? " =1(mod N)

aa? " V=1g(mod N) = a” " = a (mod N).

Nota:

Considerato un orologio a numeri primi di Fermat, cioe un orologio sul cui quadrante ¢’¢ un
numero primo p di ore, L.Eulero nel 1736, cento anni dopo la formulazione di Fermat, scopri la
dimostrazione del teorema, ossia del perché considerata una qualsiasi ora sul quadrante
dell’orologio, moltiplicando per se stessa tale ora p volte, la lancetta ritorna al punto di partenza.
Anzi Eulero estese il teorema al caso che, posto N = pq, con p,q primi, si ha :

a7 e = g (mod N)

Tale teorema ha oggi una notevole importanza nella crittografia. Supponete di avere un mazzo di
carte da gioco e di disporre una carta in cima al mazzo, quindi di mischiare le carte. Un prestigiatore
¢ in grado, grazie al piccolo teorema di Fermat, di far riapparire la carta da voi scelta in cima al
mazzo, dopo una opportuna sequenza di rimescolate. Basta ad esempio dividere il mazzo in due
parti uguali, quindi mischiare le due parti in modo di alternare a ciascuna carta di una meta una
carta dell’altra meta per otto volte consecutive e, sorpresa, il mazzo ritorna nella sua configurazione
iniziale. Allora su di un orologio con N = pq ore sul quadrante, il solo modo per vedere ricomparire
il vostro numero sul quadrante (il numero di carta di credito introdotto in un acquisto su Internet) ¢
quello di conoscere i due numeri primi p e q, quindi in base al teorema di Fermat-Eulero il numero
appare dopo (p-1)(g-1)+1 rimescolamenti. Quindi per un hacker la difficolta risiede nel fattorizzare
il numero noto N (numero delle cifre possibili di una carta di credito) nel prodotto di due numeri
primi di solito molto grandi. Quando un cliente fa un ordine sul sito di un’azienda, 1’azienda prende
due numeri primi p e q di 60 cifre, 1i moltiplica tra loro ottenendo un numero N di 120 cifre e tale
numero ¢ il numero di ore sul calcolatore ad orologio che ogni cliente usera per cifrare il proprio
numero C di carta di credito. Quindi 1’azienda fornisce a tutti i clienti uno stesso numero di codifica
E (che corrisponde al numero di scozzate effettuate dal prestigiatore del mazzo di carte), allora la

cifratura consiste nel calcolare C© tanto I’azienda sa che per il teorema di Fermat-Eulero C E=C
(mod N) . Chiaramente si puo risalire al valore di E = (p-1)(g-1) + 1, solo se si conoscono 1 valori di

peq.

e



Corollario: Piccolo teorema di Fermat

Se p ¢ un numero primo, YacZ si ha che a’” =a(mod p)

Osservazione: Si noti che nell’enunciato non ¢’¢ alcuna limitazione sugli elementi acZ da
prendere, mentre nel teorema di Eulero-Fermat gli interi acZ dovevano essere relativamente primi
con n.

Dimostrazione:

Poiché per ipotesi p € primo, per la proposizione a pag.17 si ha ¢(p) = p-1 perché tutti i numeri che
precedono p non avendo fattori comuni con p risultano primi con p. Fissato ora in modo arbitrario
un intero aeZ, vi sono solo due possibilita: a<p oppure a=p. Se a<p, essendo p primo, deve aversi
M.C.D.(a,p) = 1, in quanto a e p risultano relativamente primi. Se invece a=p, vi sono due
eventualita: a ¢ relativamente primo con p per cui M.C.D.(a,p) = 1, a ¢ un multiplo di p ed allora
evidentemente deve risultare M.C.D.(a,p) = p, perché 1’'unico divisore comune di p ed a € p stesso.
Dimostriamo il teorema nei due casi possibili M.C.D.(a,p) = 1 e M.C.D.(a,p) = p. Se si verifica

M.C.D.(a,p) = 1, per il teorema di Eulero-Fermat (pag.22) si ha a’” =1(modp)=> a””" =1(mod p)
e poiché la relazione di congruenza ¢ compatibile col prodotto, si pud moltiplicare ambo 1 membri
della congruenza per a ottenendo a””' =1(mod p)=>aa”"' =la(mod p) = a” =a(mod p). Se
invece risulta M.C.D.(a,p) = p, a essendo multiplo di p deve essere del tipo a = ph,
heZopportuno= a’ = a...a= (ph)...(ph)= p(p”"'h”)=pk, keZ, da cui, sottraendo membro a

pvolte polte

membro, si ha a” —a = p(k—h)= pt,teZ=a” =a(mod p).

Diamo un’altra dimostrazione del teorema che se da una parte ha il pregio di non sfruttare 1 risultati
della teoria dei gruppi per cui risulta per cosi dire “elementare”, dall’altra utilizza gli elementi base
del calcolo combinatorio ed ¢ quindi formalmente piu pesante. Enunciamo il teorema nel seguente
modo equivalente

Piccolo teorema di Fermat

Se p € un numero primo, YneZ si ha che n” =n(mod.p)

Dimostrazione n.2:

Consideriamo le disposizioni con ripetizione di n elementi a,,a,,...,a, ap ap, cioe tutte le possibili
p-ple a; ,a; ,....a; (i=1.2,....n),il cui numero ¢ n” e notiamo sono in numero di n quelle che

hanno tutti gli elementi uguali perché tanti sono gli elementi a,,a,,...,a, .Prese quindi tutte le

possibili p-ple in cui non tutti gli elementi sono uguali, il loro numero ¢ n”—-n=N »» fissatone una



in modo arbitrario che indichiamo con ', le permutazioni dei suoi p elementi dove a; si ripete @

. p P -
r, <p volte,...,a, siripete ¥, <P volte sonodateda £; = =p———=
d v I R O rolor |

i ip a; ip

pkjl’

k J, e/, ciot il numero delle permutazioni con ripetizione P 7, € un multiplo di p. Si noti che P 2

deve essere un numero intero e poiché p & primo, 7y, L..r, a; ! devono essere divisori di (p-D!
P

Donde risulta che k J, ¢ unintero. Sia @, = N, — P, 2 0 il numero di tutte le p-ple
A; sl seees aip dove non tutti gli elementi sono uguali detratto del numero di tutte le possibili

permutazioni con ripetizione di una generica p-pla &; > &, ... a,-p Se @, =0 il teorema ¢
dimostrato poiché @ =0=>N,-P, =0=N, =P, > n’ —n = pk ; =n” =n(mod .p).

Se invece @,> 0, scegliamo arbitrariamente una p-pla € ; »-..., d

i che indichiamo con 7, , distinta

dad;.a;,...da i, nell’'n-pla @,,a,,...,d, le cui permutazioni con ripetizione sono date da P 7
=pka Consideriamo il numero @, = @, — PJ2 = Np — PJ1 — PJ2 20.Se w, =0il teorema &
dimostrato perché @, =0 = @, = PJZ >N, —PJI =PJ2 >N, =P‘Il +sz =

n’" —n= pkjl +pk]2 = p(kj1 +ka) =>n” =n(mod .p).Se @, >0, posto

w, =w,—P 74 2 0, il teorema & dimostrato se w, =0, altrimenti se @, > 0 si continua fino a

determinare un intero heN per cui @, =0=n" = n(mod .p) ed il teorema & dimostrato.

Nota:

In altri termini a” = a(mod p) = aP - a & divisibile per p .per cui a P ed a hanno lo stesso

resto nella divisione per p. in base a quello che abbiamo precedentemente visto. In altre
parole, se si prende su un orologio con un numero primo p di ore sul quadrante un numero
a e lo si eleva alla potenza p, si ottiene sempre il numero da cui si € partiti.

Ad esempio, se su un orologio con 5 ore sul quadrante, prendiamo il numero 2 e lo
eleviamo alla 5, otteniamo 32 che corrisponde a 2 perché il resto della divisione di 32 e 5 &
2.. Procedendo in questo modo, la lancetta dell’orologio dopo 5 passi ritorna al punto di
partenza e quindi si ha un andamento ripetitivo come € illustrato dalla seguente tabella in

cui la lancetta si ferma su tutte le ore. Si noti perd che anche 2° = 2(mod5) e cosi per
infiniti numeri interi non necessariamente primi, per cui si deduce che in generale
'equazione a* = a(mod p) non ha come unica soluzione x = p; il piccolo teorema di Fermat
asserisce solo che x = p & certamente una soluzione dell’equazione.



Potenze di 2 20002 |23 2 |23 |28 27 | 2% | 20 | 2"
2 4
Calcolo convenzionale 214 |8 [16|3264|128 2565121024
Calcolo suunorologiocon (2 | 4 (3|12 4| 3 1 2 4
5 ore

In un orologio con 13 ore la lancetta ha sempre un andamento ripetitivo ma non si ferma su tutte le
ore come si vede dalla seguente tabella

Potenze
di3

3t 13| 3

34

35

36

37

38

39

310

311

313

Calcolo
convenzionale

81

243

729

2187

6561

19683

59049

177147

531441

1594323

Calcolo
Su un
orologio
con 13
ore




1l piccolo teorema di Fermat si puo dimostrare per induzione, prescindendo dal teorema di Fermat — Eulero,
anzi esso implicando quest’ultimo ¢ ad esso equivalente. Primo di procedere a questa dimostrazione,
premettiamo una proprieta dei numeri primi utile alla stessa dimostrazione.

Definito il coefficiente binomiale (If) (leggi p su i) come I’applicazione

fpi) ERx{l ., p-1}=1f(pi = (If) = w € R, che associa ad ogni coppia di interi

(=10 —i+1) . . g . N
p) _ plpmU-poitl) P77~ Che si tratti di un intero &

positivi (p, i), con p € Rei € {1, ...,p— 1}, I'intero ( :
dovuto al fatto che i puo essere uno dei fattori del numeratore oppure ¢ un divisore di qualcuno di essi se

l<p=(p—i+1).

Proposizione: pprimo & p |(‘:) Vi:0<i<p

Dimostrazione :Se p ¢ primo allora, per ogni fissato intero positivo i minore di p, si ha per

definizione di coefficiente binomiale (?) — Bl llp ity per cui p essendo un fattore del

P

prodotto, deve dividere necessariamente (1) Viceversa se p |(I'I )J Wi: 0 < i < p, per ogni fissato i, p

(p=1due{p=itd . .. .. . . < e S
%, quindi dividendo sé stesso non puo dividere gli interi

divide il prodotto
(p—1),...,(p —i+ 1) minori di esso, per cui risulta primo.

Piccolo teorema di Fermat

(dimostrazione indipendente dal teorema di Eulero-Fermat)

Se p ¢ un numero primo, VacZ siha che |@” = a(mod p)

Dimostrazione:

Supponiamo inizialmente a = o e dimostriamo per induzione su a.

Sea = 0= 0% = 0,daltra parte 0 = 0 (mod p), quindi 07 = 0 (mod p),Vp € Ze
quindi in particolare per p primo. Se @ = 0, supponiamo che sia vero per ipotesi induttiva
a? = a(mod p) e dimostriamo che cid vale anche per a + 1.

Infatti, per la formula del binomio di Newton si ha (a + 1)? = ?: 0 (?j) af i1t =

I R R B o e s

L



= ( ) aP~' 4+ aP + 1. Ora per la proposizione precedente si ha, per ogni fissato indice i tale che @

0 < 1 << p, che p divide i coefficienti binomiali (p) per cui si ha (P) pk;,conk; € £
opportuno. Allora

(a+1)? —(a®P+1) = Z. ( )a’”_-—zﬁ_l pk; a?™ —pzﬁ lk a’~' = ph
,dove h = Z?:.Jl kia*"'e Z

Segue ({1 + 1)?3 — ({lp + 1) = ph = (a + 1)33 =af +1 (mad p), quindi
valendo I'ipotesi induttiva a® = a(mod p),sihaa? + 1 = a + 18mod p), donde
(a+1)? =a+ 1 (mod p). Per il principio d’induzione allora W1 € [N si ha
a? = a(mod p).
Nel casoche @ << O0siha-a > 0= (—a)? = (—a) (mod p) ed inoltre
la+ (0P =22, () e (-a) = P (®) e (=) +a? + (~)P >
[+ (CoF —[@+(-arl= ). (7)a (o) =

r—1
P Z k.a?~'(—a)' = ph=[la+ (—a)]? = aP + (—a)? (mod p) =

=1
a+[a+(—a)]° =a+a?+ (—a)?(mod p).
Allora
a=a+0=a+0P=a+a+(-a)fP=a+aP+(—a)P =a+a? +
(—a) = a? (mod p)

, cio¢ a?’ = a(mod p) ed il teorema & cosi completamente provato.

Corollario:

Se ({1, p) = 1, cio¢ I’intero @ ¢ relativamente primo con il modulo p della congruenza, si
ha

1 =1 (mod p)

Dimostrazione: Perla proposizione pag. 34, essendo ({1, IJ') =1, [ﬂ.]pé invertibile, per

cui esiste la classe inversa [a]; 1 tale che

[{l]p . [ﬂt]:,;l = [1]:,;. = [a]p cJat]= [1]:,;. = aa"' = 1 (mod p).Peril

piccolo teorema di Fermat si ha



a® = a(mod p) = afal =qa?! (modp)=a®? ! =aa -1 (mod p), quindi avendosi |
afal=1 ( mod p), per la transitivita della congruenza segue "~ 1=1 (modp).
Facciamo vedere ora la dimostrazione del teorema di Fermat- Eulero noto il Piccolo teorema di

Fermat.
Teorema di Fermat — Eulero
Se a e n sono due interi primi tra loro, allora
a®™ = 1 (mod n)

Dimostrazione:

Per il teorema fondamentale dell’ Aritmetica si ha che esiste ed ¢ unica la scomposizione in fattori
. , T % hg . .

primi dell’intero n, cio¢ siha: n = p;* - ...- ps°, s € N Cominciamo a provare il teorema nel caso

ches =1, cioe chen = pf 1 = p", con p primo per induzione si h.

Seh=1,siha @) = (") = p(p) =p — 1= a?® = qP~1, quindi per il corollario del piccolo

teorema di Fermat aP~* = 1(mod p), segue a®™ = 1 (mod n), donde & vera la base induzione.

Supposto ora che il teorema valga per un qualsiasi intero fissato h > 1, per cui n = p", cioé che

a?™ =1 (mod n) = a?" = 1(mod n), proviamo che il teorema vale pure per h + 1 e che cioe si
abbia

a?®"™h = 1 (mod p"*h).

Per la proposizione pag.36 si ha ¢ (p"*1) = p+1

—p" =p(" —p" 1) = pe("). Ora essendo
1<h=>

h+1<2h <ih,i = 2, inoltre per definizione di congruenza si ha a?® =1 (mod p™)

&3k €Z/a*®P) —1 = kp" & a®® = 1 + kp". Allora per quanto detto, applicando la formula

h R AP
del binomio di Newton, segue  a®®"") = qP#(P") = (a<p(p )) =1+ kp")?P =
i= O( )(kph)l =
P o P o . N
Z_ () kipih =Z. (1;) Jeipih—(h+1D+(w+1) =Z. (119) kipih=(n+Dph+1 -
=0 i=o

=0

p p
ph+1 Z kl ih=(h+1) — ,h+1 (g) p=(n+D) | pht (219) kph=(+D) 4 pht1 Z (?Z) ki pih=(rt1)
i=0 i=2
p
=1+ kpph + ph+1 Z (p) klplh (h+1) — =1+ ph+1 (k + kz kl 1pih—(h+1)> —
i=2 i=2

-1
1+ phtik (1 + 25;2 (l) k plh_(h"'l)) = 1 + p"*1kt, dove I'intero t & il termine in
parentesi.

h h
Quindi posto u = kt, siha a®® ") =1+ up'tl = q¢® =1 (mod p"*1), per cui
in base al principio d’induzione segue che Yh € N & vero che a?(®") = 1(mod p™).



Nel caso generale che n sia scomponibile in un numero fissato s di fattori potenze di numeri primi
: h h . : .
percuin =p;* - ...- pg®, osservato che si € provato prima che Vi € {1,2, ..., s}

hi . ;
a(p(pi ) = 1(mod hy e che hy ¢ un divisore di ¢ (n) in quanto, essendo @ moltiplicativa, si
( p; o(p; o( q , @ p ,

h; h; h; .
ha p(n) = ¢([Ti=op;") = [0 0(p;") = 0 (p;") |<p(n) = ;E;?i) € Z e si ha pure
hy @) Q)

Q) hi < g (M) ol l)."’({phi) ‘P(pm) "’E}phi) = hy
a®™ =1 (mod p;*) poché a =a i =<a i ) i/ =1 (modp/),
applicando la proposizione 4, pag.6.

Allora applicando la proposizione 8 pag.7 si ha

a®™ = 1(mod p}l”)/l . Aa?™ = 1(mod pl*) = a®™ = 1(mod p}* - ...- p*) = a?™ =
1(mod n) e il teorema ¢ provato.

Nota:

Il teorema di Eulero — Fermat permette di semplificare potenze del tipo a™ (mod n) con (a,n) =
1, nel senso che assegnata una congruenza modulo n e la potenza a™, m € N, dove la base a della
potenza e il modulo n della congruenza sono relativamente primi, si chiede di trovare un
rappresentante x della classe [a™],, pil piccolo di a™, ossia tale che x = a™ (mod n). 1l teorema di
Eulero — Fermat assicura che a?™ = 1(mod n) se (a,n) = 1, cioé che [a‘/’(")]n = [1],,.

Allora, verificato che (a,n) = 1, ovvero che a e n sono primi tra loro, si calcola ¢ (n), poi si divide
m per ¢@(n), ottenendo m = @(n)q+r, dove q ¢ il quoziente e 0 < r < @(n) ¢ il resto, quindi si
ottiene @™ = q?Matr = (a‘/’("))q -a”. Ora, per la proprieta 4 pag. 6 e il Teorema di Fermat - Eulero,
si ha a?® = 1(mod n) & (a?™)? = 19 = 1(mod n), ottenendo che (a?™)? = 1 (mod n).
Applicando la proposizione 1 pag.6, moltiplicando ambo i membri della congruenza per a’, si ha
(a*™)Tq" = 1-a" = a”(mod n), per cui alla fine si ottiene a™ = a’ (mod n), con r < m, cio
[a™], = [a"],.

Esempio 1:

Trovare il piu piccolo rappresentante della classe [13163]27.
Notato che la base della potenza e il modulo della congruenza sono relativamente primi

essendo (13,27) = 1, tramite la funzione di Eulero calcoliamo ¢(27) = ¢(33) = 3% — 32 = 18,
quindi dividiamo 163 per 18 ottenendo 163 = 18 -9 + 1, percuiilrestoe r = 1.

Applicando la formula a™ = a" (mod n), si ha 131 =13 (mod 27) = [13163]2 = [13],5.

7
Esempio 2:
Vogliamo ridurre [22012]136. Siha (2,3) =1e 136 = 23 - 17. Allora, ricordando che se n ha la
scomposizione in fattori primi n = pf Lol pg s, applicando la formula ¢(n) = n[[;-,; (1 - i), si
1 1 16
hache S =2,hy =3,p, = 2,p, =17 = ¢(136) =136 (1-3) (1- =) =68 - =164 =

64. Quindi dividendo 2012 per 64 si ottiene 21 = 64 - 31 + 28 = [22012] 5. = [228]36.



Le considerazioni che seguono sono utili per comprendere una dimostrazione del Piccolo Teorema
di Fermat piu semplice ed intuitiva delle precedenti.

Sempre ad esempio in un orologio a 5 ore, non considerando 1’ora zero, le ore possibili sono 1, 2, 3,
4, corrispondenti rispettivamente alle classi di equivalenza modulo 5, [1]g, [Z];, [3]5, [4]..
Considerato un intero, per esempio @ = 8, moltiplichiamo a per i numeri della lista delle ore 1, 2, 3,
4, ottenendo 8 x 1 = 8 = 3(mod5), perché 8 diviso 5 ha quoziente 1 e resto 3, per cui

8% 1€ [3].,8X2=16= 1(mod5), perché 16 diviso 5 ha quoziente 3 e resto 1, per cui

8x2e (1],

8 X 3 = 24 = 4(mod5), perché 24 diviso 5 ha quoziente 4 e resto 4, per cui 8 X 3 € [4],

8 X 4 = 32 = 2(mod5), perché 32 diviso 5 ha quoziente 6 e resto 2, per cui 8 X 4 € [2].. Questo
significa che le ore possibili 1, 2, 3, 4, rappresentanti le classi di congruenza modulo 5, moltiplicate
per il numero a = 8, danno i numeri 8, 16, 24, 32, che sono congrui rispettivamente ai numeri 3, 1,
4, 2, la quale ¢ una permutazione di 1, 2, 3, 4. Notiamo che il prodotto 1 X 2 X 3 x 4 = 4! = 24
diviso per 5 da quoziente 4 e resto 4, per cui 24 = 4(mod5) quindi 24 € [4]., inoltre

8% 16 X 24 X 32 = 98304 diviso per 5 da quoziente 19660 e resto 4, per cui 19660 = 4(mod5)
e quindi 19660 € [4].. Similmente se moltiplichiamo per a = 2 la serie 1, 2, 3, 4, otteniamo 2, 4, 6,
8, equivalente a 2, 4, 1, 3, mentre se moltiplichiamo per 5 otteniamo 5, 10, 15, 20, equivalente a 0,
0, 0, 0, e cosi per un qualsiasi multiplo di 5.

Ora per dimostrare il piccolo teorema di Fermat, se p ¢ un numero primo, YacZ si ha che

a® = a (meod p), & sufficiente dimostrare che a® ! = 1(med p), implicando cio che

a-a? ! =a-1(modp), ossia a¥* = a (mod p). Osservato che il teorema & banalmente vero se a =
0, supponiamo che a = 0 e a sia primo con p, cio¢ M.C.D.(a,p) = 1. Laserie 1, 2,..., p -1 dei
resti delle divisioni per p si ottiene nuovamente con un diverso ordine quando i numeri di questa
vengono moltiplicati per a. Infatti se i € {1,2,...,p — 1} & uno dei numeri della serie, considerato il
prodotto a X i, deve esistere un intero m; € {1,2,...,p — 1}, dove lo zero & escluso per le ipotesi su
a, tale che a X i =m, (mod p), dovendo a X [ necessariamente appartenere ad una ed una sola
delle classi [m;],,.

Allora se nella nuova serie scriviamo al posto di a X i il numero mg, si ha che la p-pla

M4, My, ...,M,_4 € una permutazione semplice della p-pla 1, 2,..., p -1, ove si sostituisca ad ogni
termine a X i1il suo rispettivo intero m; congruo modulo p.

Da cio si ricava che il prodotto 1 X 2 X +==X (p— 1) = (p — 1)!e il prodotto m, X m, X ...X m,_,
congruo modulo p al prodotto (a X 1) x (ax 2) X =X (ax (p—1)) = (p— V)!a"*

sono uguali , cio¢ (p — 1)! = my X m; X ... X m,_4, da cui essendo ()

My Xmy X KM,y = (p — 1)1a”" ! (mod p), segue (p — 1)! = (p — 1)!a” ~*(mod p). Ora
poiché (@ — 1)! & primo con p in quanto p & primo con tutti i fattori del prodotto

1 X 2 X - (p — 1), in base alla proposizione 2 pag.4 si ha I’asserto a? " = 1(mod p) dividendo
ambo i membri della congruenza precedente per (p — 1)!.

Nel caso invece che M.C.D. (a,p) = 1, a& un multiplo di p, potendo in particolare essere anche
uguale a p, non potendo essere minore di p altrimenti d = 1, posto @ = hp, h € £ opportuno, si ha
a? = (hp)? = p(h"p?~ 1) = pk,dove k = h¥p?~! € Z, donde

a® —a=pk—a=pk—hp =p(k—h) =pt,cont = k—h € Z, e quindi in base alla
definizione segue a” = a(mod p).

Ipoiché a = be=d=ac = bainquantoa= b= ar =he,c=d=bc=bd=ar =bd, siha

m Sa R Sa K jom g =(a X 00ex ]
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