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“La fisica quantistica non mi piace e mi dispiace di avervi una volta avuto a che fare”
Erwin Schrdinger
“E’ impossibile dedurla da qualcosa di già visto, è uscita fuori dalla testa di Schrdinger”
Richard Feynman


Per terminare questo corso introduttivo alla meccanica quantistica, voglio in queste note approfondire dal punto di vista filosofico i concetti che sono alla base di questa teoria e che, per mancanza di tempo non ho potuto trattare nelle nostre lezioni pomeridiane. 
Per Platone il noumeno è un’idea, in altre parole qualcosa di non percepibile nella realtà fenomenologica ma definibile attraverso la nostra razionalità. In quanto concetto, l’idea è elemento fondante la metafisica e trascende il mondo reale.
Per Immanuel  Kant, il noumeno, chiamato anche cosa in sé (ding an sich), è un concetto, in altre parole un’idea della ragione, di natura problematica relativa a una realtà inconoscibile e indescrivibile al di là di come ci appare. Esiste una sottile differenza tra il noumeno e la cosa in sé. La cosa in sé è la realtà in quanto tale, dissociata dalla mente del soggetto e interagente con questa attraverso il pensiero filosofico, essendo per sua natura al di là di ogni possibile esperienza. In pratica, la cosa in sé è l’essere formale di Cartesio, che si contrappone all’essere oggettivo che è collocabile nella nostra mente. Invece il noumeno per Kant è la rappresentazione che il pensiero ha della cosa in sé, ossia di tutto ciò che va oltre la sua possibilità di conoscere. Per Kant le alternative che si hanno nella contrapposizione tra soggetto e cosa in sé sono sostanzialmente due. Una prima è quando la cosa in sé ha una sua ben precisa collocazione, in quanto fenomeno, all’interno delle condizioni a priori dell’intelletto; in questo caso essa può dare una sintesi conoscitiva che riguarda solo la cosa come ci appare, ma non la cosa in se stessa. Una seconda alternativa si ha quando la cosa viene cercata in sé, nel senso di ricerca al di fuori delle condizioni in cui può essere conosciuta nel suo apparire, allora si generano le idee della ragione, cioè il noumeno, sul quale si basa la metafisica intesa come scienza della cosa in sé. Questo comporta una distinzione tra cosa reale e cosa pensata come reale, voglio dire, fuori il pensiero e dentro ad esso. Per Kant il fenomeno è la realtà così come possiamo farne esperienza, in quanto la ragione non può accedere al noumeno se non come un limite alla base di tutto ciò di cui facciamo esperienza. Da ciò discende l’impossibilità di creare una metafisica razionale intesa come scienza dedotta dalla ragione che si occupi di tutto quello che si trova al di là dell’apparenza sensibile. Introducendo come categorie a priori ciò che, pur se attivabile dall’esperienza, è al di là di quest’ultima, a partire da queste Kant, nella critica della ragion pura, affronta il problema a livello strutturale della comprensione della realtà fenomenologica.
Il lettore mi deve scusare per questa invasione in campo filosofico necessaria per ciò che dirò tra breve. Una ventina di anni fa chi vi parla ebbe il privilegio di conoscere il prof. Eduardo  Caianiello (1921-1993) fondatore e direttore dell’Istituto di Fisica Teorica dell’Università di Napoli e del Laboratorio di Cibernetica del CNR. A quell’epoca il professore aveva scritto un libro di fisica destinato alla scuola secondaria superiore, nel quale si trova una descrizione sintetica della fisica quantistica e in particolare del principio d’indeterminazione che è, a mio giudizio, esemplare, perché riesce a coniugare la precisione di un’esposizione di carattere elementare, con il rigore necessario, cogliendo in profondità i concetti e gli aspetti filosofici, senza per altro ricorrere a semplificazioni formalistiche banali. Riporto le parole del professore: “ I postulati della teoria dei quanti erano in grado di fornire un quadro coerente dei fenomeni più disparati del mondo atomico. Purtroppo però vi erano ancora contraddizioni concettuali tra teoria dei quanti e fisica classica; accettando come ovvio che quest’ultima non fosse applicabile a fenomeni atomici, non era affatto chiaro come essa potesse descrivere a livello macroscopico quegli stessi fatti elementari descritti dalla teoria dei quanti.
Per esempio appariva chiaro come le interpretazioni corpuscolare e ondulatoria dei fenomeni fossero incompatibili dal punto di vista classico, mentre dal punto di vista quantistico, con l’introduzione del fotone, si era obbligati a vederle contrapposte. 
La teoria dei quanti avrebbe comunque dovuto superare altre difficoltà. Le ipotesi semplificative enunciate da Bohr (come ad esempio il supporre circolari le orbite degli elettroni all’interno dell’atomo) non apparivano eliminabili. Arnold Sommerfeld tentò di estendere i postulati di Bohr alle orbite ellittiche ottenendo risultati che, pur matematicamente eleganti, furono deludenti dal punto di vista fisico. Atomi appena più complessi dell’idrogeno, inoltre, mal si prestavano a un’analisi semplice come quella di Bohr. Occorreva andare oltre l’introduzione di qualche nuovo postulato, occorreva trarre dall’analisi dei fenomeni un nuovo modo di guardare la natura, una nuova filosofia della fisica. 
Questa fu realizzata con la meccanica quantistica, o fisica quantistica, se si preferisce una denominazione più esatta, per opera di Louis de Broglie (1892 – 1987), Werner  Heisenberg (1901 – 1976), Max Born (1882 – 1970), Erwin Schrdinger (1887 – 1961), Wolfgang Pauli ( 1900 – 1978), Paul Dirac (1902 – 1984) ed altri, nel periodo dal 1924 al 1927 circa. Ne daremo un cenno brevissimo, rinunciando a ogni sviluppo formale e limitandoci a porne in luce taluni dei più salienti aspetti concettuali.
Nello sviluppo della fisica si erano già incontrate situazioni di difficoltà. Per esempio, nonostante le equazioni di Maxwell dessero una descrizione perfetta dei fenomeni dell’elettromagnetismo classico, nessuno dei modelli proposti per giustificarli era sopravvissuto a una critica serrata. Ogni tentativo di descrivere i fenomeni elettromagnetici mediante l’etere si era dimostrato insostenibile una volta eseguiti gli esperimenti cruciali. Si fu così obbligati ad abbandonare i modelli suggeriti dall’immaginazione umana e ad accettare le equazioni di Maxwell come “descrizione ultima”, un ritorno allo “ hypotheses  non  fingo” di Newton a proposito della sua legge di gravitazione ("non formulo ipotesi" è la celebre espressione con la quale  Isaac Newton esprimeva l'impossibilità di andare al di là della descrizione dei fenomeni per cercarne la causa). Dato come presupposto irrinunciabile che i fatti della natura non sono contraddittori tra loro, le contraddizioni dovevano per necessità risiedere nei modelli, o schemi concettuali, usati dall’uomo per descriverli, laddove questi implicavano nozioni non confrontabili con l’esperienza: si poteva davvero parlare di orbita di un elettrone o della natura della luce nella zona (priva di strumenti di misura) tra la sorgente e lo schermo?
Una serrata critica mostrò alcune delle difficoltà insite nel fare affermazioni sui fenomeni e sul loro evolversi senza che queste fossero confermate da misure. Di conseguenza in meccanica quantistica sono ritenute significative solo quelle affermazioni che riguardano osservazioni: tutto ciò che non ha a che vedere con una misura è ritenuto estraneo alla descrizione fisica (Heisenberg, interrogato sull’impossibilità di descrivere l’orbita di un elettrone intorno al nucleo, rispose che tale domanda non era suscettibile di risposta perché non formulata sperimentalmente).
Fu così ottenuta un’esauriente e rigorosa revisione dei concetti fondamentali della fisica e delle esperienze necessarie alla loro definizione qualitativa, rinunciando a ogni descrizione aprioristica della Natura in base a modelli che aiutino intuitivamente a comprendere l’organizzazione del reale e limitando il discorso alle sole grandezze osservabili.
Tutto ciò condusse all’impostazione del problema della conoscenza delle leggi naturali, impostazione sulla quale si fonda sia l’odierna fisica quantistica, sia ogni speculazione teorica della scienza contemporanea. E’ interessante esporre le basi concettuali essenziali. Per i fisici classici come Aristotele, Galileo, Newton o Maxwell, non esisteva alcun dubbio sul fatto che le leggi della fisica esprimessero, sia nel loro substrato concettuale che nella loro formulazione matematica, le cose e i fenomeni dell’universo “in se stessi”, come realtà indipendenti dall’esistenza di osservatori umani: la fisica classica era, per così dire, la fisica del noumeno kantiano (ecco il motivo della premessa filosofica!), i “modelli” una derivazione di questo noumeno più o meno adeguata secondo l’abilità degli scienziati, e l’interazione dell’osservatore con il noumeno non era considerata fattore importante o determinante nell’evoluzione del fenomeno stesso. 
La crisi dei modelli fu anche la crisi di questa concezione; interessarsi alle sole grandezze osservabili implicava il riconoscimento che l’oggetto della fisica non è più lo studio dei “noumeni”, ma lo studio dei “fenomeni”, qui ancora in senso kantiano, dei dati, i quali sono ciò che l’osservatore costata e misura interferendo con le cose che lo circondano.
Secondo l’innovazione concettuale quantistica, soltanto l’interazione tra osservatore e noumeno fisico può essere oggetto di un discorso quantitativo e non esiste grandezza fisica se di essa non è possibile definire una misura. La definizione stessa di misura viene modificata: la misura di una grandezza coincide con l’operazione effettuata per misurarla (la misura della posizione di una particella è l’intercettazione della stessa da parte, ad esempio, di una lastra fotografica).
Quello che si verifica, ed è previsto dalla meccanica quantistica, è che, a causa dell’interazione che avviene durante la misura, vi sono grandezze fisiche delle quali non è possibile determinare simultaneamente il valore e delle quali perciò non ha più senso parlare di esistenza contemporanea: tali grandezze sono dette incompatibili. Per esempio, in meccanica quantistica non ha senso parlare contemporaneamente di posizione e velocità di una particella, grandezze che sono incompatibili e per le quali non esiste un metodo di misura che ne dia simultaneamente i valori. Sono così consentite solo affermazioni su osservabili e quindi su operazioni di misura dello stato di un sistema. Soltanto se questo non è alterato dalla misura di una certa osservabile in modo da non risultare incompatibile con la misura di una seconda osservabile, è lecito caratterizzare quel sistema con i valori numerici trovati per la prima e la seconda osservabile, che si dicono allora compatibili tra loro.
Due o più operazioni compiute su un sistema qualsiasi, possono dare risultati diversissimi secondo l’ordine nel quale sono eseguite. Per esempio, se le operazioni da compiere, diciamo su un vaso, A = riempirlo d’acqua, B = romperlo, è chiaro che, pur essendo ciascuna delle due perfettamente eseguibile per suo conto (con risultato così ben misurabile), l’eseguire prima A e poi B, o prima B e poi A, dà luogo a risultati molto diversi e l’esecuzione simultanea di A e B non è possibile.
La meccanica quantistica fornisce una precisazione quantitativa d’incompatibilità tra la misura di osservabili diverse, stabilendo in che modo gli errori di misura di esse sono vincolati tra loro. Se, per esempio, s’indica con il valore assoluto dell’errore che si compie misurando la posizione x di una particella di massa m, e con , l’analogo errore per la componente della sua quantità di moto p , si trova .
In altre parole, se nulla vieta la misura della sola x o della sola  con la precisione desiderata, la misura simultanea di x e  implica necessariamente  oppure  , cioè l’errore tende a diventare infinito se  tende a zero e viceversa. Per la qual cosa x e sono osservabili incompatibili tra loro, non per carenza strumentale, ma per legge di natura. La piccolezza di , rende tale incompatibilità inavvertibile per i corpi di dimensioni macroscopiche (lo studente calcoli l’errore sulla conoscenza della velocità della Luna, o su quella della mela di Newton, che può derivare dalla misura della loro posizione), Il quadro completo, limitandoci a posizione, quantità di moto, energia e tempo è il seguente:
Relazioni d’indeterminazione di Heisenberg


Dove x,; y,; z, ; E, t sono le grandezze rispettivamente incompatibili, mentre tutte le altre, il cui limite inferiore dell’errore è zero, sono compatibili.
Come si è detto, il piccolo valore della costante h di Planck (e quindi ) fa sì che per i corpi macroscopici tali errori siano inavvertibili. Passando da dimensioni microscopiche a dimensioni macroscopiche, si devono ritrovare le leggi della fisica classica; è questo il principio di corrispondenza di Bohr, necessario per la coerenza delle nostre teorie fisiche, anche se non sufficiente a eliminare tutte le contraddizioni concettuali di cui si è parlato. Vi sono però alcuni fenomeni la cui descrizione macroscopica non può prescindere dagli aspetti quantistici. Alla luce della nuova teoria, sono risolte anche tutte le contraddizioni della primitiva teoria dei quanti. Parlare della teoria corpuscolare od ondulatoria della luce non implica alcun dualismo: accade solo che le grandezze che caratterizzano l’aspetto ondulatorio sono misurate mediante operazioni che sono incompatibili con quelle da cui emerge l’aspetto corpuscolare, in modo del tutto analogo a quanto accaduto per x e p nel caso di un elettrone o di altra particella. La formulazione della meccanica quantistica data da Heisenberg  ha reso necessario sviluppare nuove parti della matematica.
Nella sua veste attuale la nuova fisica fornisce in modo mirabile una spiegazione coerente dei fenomeni atomici. Ad esempio, la trattazione dell’atomo di Bohr dà risultati assai soddisfacenti e può venire estesa a sistemi più complessi, anche se deve fare a meno di concetti come quello di orbita, dato che posizione e velocità di un elettrone non sono simultaneamente conciliabili. Inoltre la nuova fisica è posta alla base di ogni altro studio della Natura a livello “elementare”, come accade per la fisica del nucleo e delle particelle elementari. Solo il futuro potrà dire fino a che punto le odierne concezioni sulla relatività e sulla fisica quantistica possano considerarsi definitive: attualmente, esse sono quanto la scienza ha di meglio”
In un articolo del 1930 su “L’interpretazione del principio di causalità nella meccanica quantistica”, Enrico Fermi così scriveva:”Tutto quello che è possibile conoscere dello stato di un sistema a un dato istante, mediante esperienze fatte a quell’istante, è possibile conoscerlo anche mediante opportune esperienze fatte ad un qualsiasi istante antecedente o seguente a quello che si considera . In questo senso dunque l’indeterminazione del sistema non viene per così dire a crescere col passare del tempo. Sarebbe però errato concludere da questo che i rapporti di causalità validi secondo la meccanica quantistica siano identici a quelli che valgono nelle teorie classiche. In queste ultime si può infatti, con opportune misure fatte sul sistema al tempo 0, prevedere il valore di qualsiasi grandezza fisica ( funzione della posizione x e della quantità di moto p) a qualsiasi tempo. Invece, secondo la meccanica quantistica si può, al tempo 0, fare una misura che permetta di conoscere il valore che avrà una determinata grandezza a un determinato tempo. Però se si volesse conoscere il valore di un’altra grandezza fisica o eventualmente anche della stessa grandezza a un istante diverso, occorrerebbe effettuare all’istante 0 una misura differente, incompatibile, almeno in generale, con la precedente”
Ritorniamo ora ai postulati della meccanica quantistica che ho introdotto nel precedente articolo.
1. La probabilità P di un evento in un esperimento ideale è data dal quadrato di un numero complesso detto ampiezza di probabilità, cioè   P = .
1. Quando un evento può avvenire secondo varie alternative, l’ampiezza di probabilità dell’evento è la somma delle ampiezze di probabilità delle varie alternative considerate separatamente, per cui si ha interferenza avendosi ,     P = 
1. Se si effettua un esperimento capace di determinare se una o l’altra delle possibili alternative si è effettivamente realizzata, la probabilità dell’evento è la somma delle probabilità di ciascuna delle alternative; non avendosi quindi interferenza si ha P = .
Se ora ci riferiamo all’esperienza della doppia fenditura, il principio 1) assicura che la probabilità P =  che una particella, partente da una sorgente S, arrivi sullo schermo in un punto x, è rappresentata quantitativamente dal quadrato del numero complesso , detto ampiezza di probabilità. 
In meccanica quantistica si usa per indicare  una notazione abbreviata inventata da Dirac <> che si legge da destra a sinistra. La parentesi  > si chiama chet e ricorda la notazione vettoriale, mentre la sua controparte si dice bra e si indica con < , le quali insieme ricostruiscono il simbolo del prodotto scalare formando il così detto bra-ket ( in inglese parentesi si dice bracket). Ponendo  , intendiamo che il simbolo <> indichi “l’ampiezza che”, dove a destra nel chet mettiamo lo stato di partenza, che, nel nostro caso specifico, è la sorgente S e nel  bra mettiamo lo stato finale, che nel nostro caso è il punto x di arrivo sullo schermo. Nell’esperimento della doppia fenditura abbiamo visto che si ha interferenza quando un elettrone raggiunge lo schermo in due modi possibili attraverso le fenditure 1 e 2, per cui si  ha che la probabilità risultante dei quadrati dei moduli delle due ampiezze di probabilità e , bensì il modulo del quadrato della somma. L’ampiezza di probabilità che la particella, partendo dalla sorgete s, passi per il foro 1 e raggiunga il punto x sullo schermo, è uguale al prodotto dell’ampiezza di probabilità  che la particella partendo da s arrivi in 1, per l’ampiezza di probabilità che da 1 arrivi in x, cioè , per cui = , perché l’ampiezza di probabilità  associata al cammino di una particella è uguale al prodotto dell’ampiezza relativa ad una parte del cammino, per l’ampiezza relativa al resto del cammino. Analogamente si ha =. Allora poiché per il secondo principio si ha , segue =+, doveindica l’ampiezza della probabilità che l’elettrone partendo da s raggiunga  il punto x sullo schermo quando le due fenditure 1 e 2 sono contemporaneamente aperte. 
 Ci poniamo ora il problema di come dobbiamo modificare tale ampiezza di probabilità se “guardiamo” cosa succede con una sorgente luminosa.
Siano un rilevatore di fotoni diffusi dal foro 1 e  un rilevatore di fotoni diffusi dal foro 2. In corrispondenza ad un elettrone che arriva in x, avremmo un’ampiezza a relativa alla probabilità che, mentre l’elettrone è nella vicinanza del foro 1, devi un fotone verso , per cui l’ampiezza complessiva  che un elettrone vada da s a x attraverso la fenditura 1 e devi un fotone in  è . Con fotoni di piccola lunghezza d’onda, l’ampiezza che un elettrone in vicinanza del foro 2 diffonda (nell’urto) un fotone verso il contatore è piccola  ed è data da b, per cui l’ampiezza per un elettrone che attraversi il foro 2 e diffonda un fotone in è = b. Quindi, se e indica l’elettrone e fot il fotone, si ha


 =  che è l’ampiezza totale risultante per un fotone in  ed un elettrone in x. Se il sistema è simmetrico, allora a è pure l’ampiezza del fotone in  relativa alla possibilità che un elettrone vicino alla fenditura 2 devi un fotone in e b è l’ampiezza per un fotone in  quando un elettrone attraversa il foro 1. Si ha allora  = .
La probabilità che si rivelino fotoni in ed elettroni in x è = , analogamente la probabilità che vengono conteggiati  fotoni in ed elettroni in x è =. Allora osservato che nella , se b = 0, ciò vuol dire che se elettroni in vicinanza dei fori non devino fotoni a rilevatori opposti (1), caso di un’apparecchiatura ideale, si ha la distribuzione di probabilità ossia diminuito del fattore , che è quella che si avrebbe se ci fosse un solo foro. Se la lunghezza d’onda è molto grande, l’entità della diffrazione in da parte della regione intorno al foro 2 , può benissimo essere circa uguale a quella originata intorno al foro 1. Sebbene dei fattori di fase possano essere contenuti in a e b, possiamo limitarci al caso semplice in cui le due fasi sono uguali. Se =, la quale è la distribuzione di probabilità che si sarebbe ottenuta se i fotoni non fossero affatto intervenuti. Perciò per lunghezze d’onda molto grandi, cioè quando la rilevazione dei fotoni è inefficace, si  ottiene la curva di distribuzione originale che presenta effetti d’interferenza. 
Nel caso che la rilevazione della figura d’interferenza sia solo parzialmente efficace,  deve essere a>b>0, per cui prevale su  e si ottiene una figura d’interferenza intermedia del tipo indicato nella figura seguente:
Analoghi risultati si ottengono contando fotoni in  ed elettroni in x. Questa è una descrizione quantitativa di ciò che avviene nell’esperimento con gli elettroni nella doppia fenditura quando cerchiamo di osservarli. Nel caso vogliamo calcolare solamente l’ampiezza di probabilità che un elettrone arrivi in x indipendentemente dal fatto che il fotone sia arrivato in o , non dobbiamo sommare le ampiezze e, essendo questi stati finali differenti distinguibili, dove per finale si intende lo stato ad esperimento finito di cui si vuole determinare la probabilità, mentre invece vengono sommate le ampiezze per le varie alternative indistinguibili che possono aver luogo durante l’esperimento prima che il processo sia concluso.
Per dirla con Feynman: ”Alla fine dell’esperimento, potete anche dire che non volete guardare il fotone, questi sono affari vostri, ma non dovete lo stesso sommare le ampiezze, in quanto la Natura non sa quello che volete osservare e si comporta nello stesso modo sia che voi vi curiate di prendere in considerazione i dati oppure no”. In definitiva bisogna prima fare il quadrato delle ampiezze per ogni evento finale, quindi si sommano i quadrati delle ampiezze, per cui il risultato corretto per un elettrone in x ed un fotone indifferentemente in o è:
+=+
1. Quindi il fatto nuovo, rispetto alla concezione classica, è che l’osservazione di un fenomeno produce un’influenza sul fenomeno stesso, che non può essere minimizzata o trascurata come nella fisica classica modificando gli strumenti  di misura, bensì è necessaria per la coerenza del nostro punto di vista. 
1. Una grandezza ha un significato fisico solo nel caso che essa sia definibile attraverso una misura.

Su questo punto però c’è da discutere. Come dice Feynman, l’idea che sia questo che non funziona nella fisica classica è una posizione sbagliata e superficiale, perché il solo fatto che non sappiamo misurare con precisione la posizione e la quantità di moto di una particella, non significa a priori che non possiamo parlarne, ma solo che non siamo obbligati a parlarne. I concetti di posizione e di quantità di moto esatti, validi per la fisica classica, non lo sono per la fisica quantistica, ma questo non implica che la fisica classica sia sbagliata! Ma neppure il contrario, cioè il fatto che la fisica classica contenga un concetto che non può essere direttamente controllato, ma che è usato nell’analisi, e che la fisica quantistica non lo contiene, non implica che la fisica quantistica debba spiegare un tal concetto che non le appartiene, in quanto essa spiega solo fenomeni  sottoposti ad un controllo sperimentale diretto. Comunque segue Feynman, tenendo presente quali idee non possono essere verificate sperimentalmente,“non è vero che possiamo costruire la scienza usando solo quei concetti che sono suscettibili di esperienza diretta”.
In quest’ultimo incontro sulla fisica quantistica, posso solo fugacemente soffermarmi sul modello atomico di Bohr, poiché l’argomento che dobbiamo affrontare è l’equazione di Schrdinger. Premetto al nostro discorso dei concetti fondamentali che ci saranno utili in seguito.
In meccanica si definisce momento della quantità di moto o momento angolare di un punto materiale P di massa m che si muove alla velocità v rispetto a un punto O distante r da P, come il prodotto vettoriale tra il vettore posizione del punto P e la sua quantità di moto L = rmv = rp. Sappiamo che esso è un vettore avente direzione perpendicolare al piano individuato dai vettori r e p, modulo uguale all’area del parallelogramma di cui due lati consecutivi sono i vettori r e p, ovvero L =  con  angolo orientato in senso antiorario, verso tale che la terna r, p, L, sia una terna levogira; questo significa che un osservatore con i piedi nel punto O origine dei vettori, disposto lungo la direzione di L nel verso di questo, vede ruotare una retta Os da destra a sinistra. In particolare se il punto si muove su di una circonferenza con velocità v, essendo , si ha in particolare che L = rp = mrv. Ciò è necessario per ciò che dirò in seguito.
Il modello atomico di Niels Bohr si basa su tre postulati:
1. Gli elettroni si muovono su orbite circolari attorno al nucleo, ciascuna delle quali è contraddistinta da un valore preciso dell’energia , dove n = 1,2,… Questi stati possibili dell’elettrone sono detti stati stazionari.
1. In ogni stato stazionario, l’elettrone è stabile nel senso che l’atomo non emette radiazione. Se un elettrone passa da uno stato all’altro, l’atomo emette energia sotto la forma di un fotone quando il passaggio avviene da uno stato contraddistinto da un livello energetico maggiore a un livello energetico minore, mentre se avviene il contrario, allora l’atomo assorbe energia sotto la forma di un fotone. Il fotone ha energia pari alla variazione energetica del salto , dove  è la frequenza del relativo stato energetico.
1. Il momento della quantità di moto o momento angolare (spin) è quantizzato, assumendo solo valori discreti , n = 1,2,.., con  = 1.055 costante di Planck ridotta e v velocità orbitale (periferica) dell’elettrone.
Analogamente a come abbiamo fatto fino ad ora, dobbiamo immaginare l’elettrone come un’onda di lunghezza d’onda ; quindi ogni volta che parliamo di esso, dovremo intenderlo sempre come elettrone-onda. De Broglie introdusse il concetto che a ogni oggetto materiale in movimento potesse essere associata una determinata lunghezza d’onda  tale che p. = h, dove p =mv è la quantità di moto, h = 6.626 costante di Planck. 
Nel filmato riguardante l’esperienza della doppia fenditura, abbiamo visto che un fotone o un elettrone (ed è quello che ora ci interessa), viaggiando da solo nel dispositivo, interferisce solo con se stesso. Questo fatto ci deve indurre a credere che, quando un elettrone si muove attorno al nucleo in un’orbita circolare di Bohr, necessariamente debba interferire positivamente con se stesso (data la sua esistenza!). Ma ciò si ha quando l’intera orbita è un multiplo intero della lunghezza d’onda  dell’elettrone, ovvero se , dove r è il raggio dell’orbita. Ricordando quindi l’espressione della lunghezza d’onda di De Broglie , si ricava sostituendo nella precedente relazione che  ,  conformemente al terzo postulato di Bohr. Allora, avendosi  ,               n = 1, 2,…, il momento angolare dell’elettrone è quantizzato.   
Non possiamo dilungarci sulla determinazione, per altro piuttosto semplice, del raggio delle orbite di Bohr dei livelli quantici che vi riporto semplicemente  , dove  è la costante dielettrica del vuoto,  la massa dell’elettrone,  la carica dell’elettrone. Da tale formula ci possiamo ricavare che in un atomo di Bohr la minima distanza dal nucleo dell’elettrone, si ottiene dalla formula precedente ponendo n = 1, risultando , in conformità alle dimensioni atomiche che sappiamo essere dell’ordine di m.
Se consideriamo l’energia totale E che un elettrone in un atomo d’idrogeno come la somma della sua energia potenziale  e della sua energia cinetica , si può facilmente provare che , energia relativa al livello energetico e-mo dell’atomo di Bohr. Attraverso questa formula, si può calcolare la variazione energetica relativa ai “salti quantici” dai livelli n ed m . Riassumendo, le caratteristiche del modello atomico di Bohr sono:
1. La distanza degli elettroni dal nucleo è quantizzata, avendosi .
1. Il momento angolare  degli elettroni (spin) è quantizzato, avendosi .
1. I livelli energetici   degli elettroni sono quantizzati, avendosi  .

Gli aspetti negativi del modello atomico di Bohr sono:
1. Descrive con una certa esattezza solo l’atomo d’idrogeno e atomi a esso simili.
1. Il concetto di orbita determinata (anche se discreta come si è detto prima) è proprio della meccanica classica e non appartiene alla meccanica quantistica. Infatti, valendo il principio d’indeterminazione, è privo di senso fisico parlare di un preciso raggio dell’orbita dell’elettrone e di una quantità di moto, quindi di una velocità ben determinata di quest’ultimo.
Da questo breve discorso risulta che il modello atomico di Bohr da una parte ha il pregio di aver ipotizzato la condizione quantizzata degli elettroni nell’atomo, dall’altra mostra i limiti propri di un modello atomico approssimativo a cavallo tra fisica classica e fisica quantistica.
Ma veniamo a parlare finalmente dell’equazione di Schrdinger che il fisico scrisse nel 1926. Nelle parole di Richard Feynman, prima di essa la struttura atomica della materia era stata un grande mistero poiché non si era in grado di capire che cosa tenesse insieme i corpi materiali, come potesse esistere il legame chimico e perché gli atomi fossero stabili. Per quanto Bohr fosse riuscito a dare una descrizione del moto di un elettrone all’interno dell’atomo d’idrogeno, il che sembrava spiegare lo spettro della luce emessa da questo, le ragioni di tale moto risultavano oscure. In linea di principio l’equazione di Schrdinger è in grado di spiegare tutti i fenomeni atomici fatta eccezione di quelli connessi al magnetismo e alla relatività essendo questi collegati tra loro. Solo teoricamente però, perché calcoli quantitativi dettagliati sono stati compiuti solo per l’atomo d’idrogeno e di elio, giacché la matematica diviene per gli atomi più complessi troppo difficile. Tuttavia, per mezzo di approssimazioni di vario tipo, è possibile giungere a comprendere anche i casi più complessi e il legame chimico delle molecole. Per inciso, nel 1927 Dirac scoprì la versione relativistica dell’equazione di Schrdinger, che tiene quindi conto anche degli effetti magnetici.
Nel 1925 Werner  Heisenberg  sviluppò una teoria matematica chiamata meccanica matriciale, basata appunto sul calcolo delle matrici, per spiegare i fenomeni quantistici. Contemporaneamente però il fisico austriaco Erwin Schrdinger elaborò una teoria matematica alternativa denominata meccanica ondulatoria; in un certo senso l’equazione di Schrdinger è l’equivalente quantistico dell’equazione delle onde che scrivo in una dimensione , con c>0 costante dipendente dalle caratteristiche di una corda di lunghezza infinita tesa lungo l’asse x e vibrante nel piano xy.  In verità dove  è la tensione della corda e  la massa per unità di lunghezza; poiché siamo al liceo e non all’università, ovviamente non dico nulla sulla soluzione di D’Alembert dell’equazione delle onde.
In questa teoria Schrdinger si ricollega all’atomo di Bohr, con la differenza però che gli elettroni sono visti come onde di De Broglie, con lunghezza d’onda   relativa a un determinato stato oscillatorio. Si può provare che la meccanica matriciale e ondulatoria sono equivalenti da un punto di vista matematico pur partendo da punti di vista differenti. Ma perché differenti?
L’approccio di Heisenberg è di tipo positivistico poiché si considerano solo grandezze reali misurabili alle quali si applica il calcolo delle probabilità, mentre quello di Schrdinger è di tipo realistico. Infatti, in tale visione si presuppongono già esistenti le onde matematiche e le oscillazioni degli elettroni nell’atomo.
Entrambi i modelli però descrivono l’evoluzione nel tempo dello stato di un sistema quantistico, che, in base alla scuola di Copenaghen, non può essere osservato poiché la misurazione provoca il collasso della funzione d’onda, come già si è detto in precedenza. Il pregio della teoria di Schrdinger è che è più semplice. Ci occupiamo ora di determinare l’equazione di Schrdinger procedendo induttivamente osservando che si tratta di un’equazione differenziale alle derivate parziali la cui soluzione è la funzione d’onda  postulata da De Broglie nella sua teoria. Dovete però pazientare ancora un po’ perché devo premettere alcune cose.
Un’onda armonica ha un’equazione derivata dal moto armonico , dove A è l’ampiezza dell’onda,  la pulsazione, T il periodo di un’oscillazione completa,  la fase iniziale che permette di visualizzare l’oscillazione lungo l’asse y. Se supponiamo che all’inizio del moto la fase  è nulla, detta la velocità di fase, cioè la velocità di propagazione dell’onda, la lunghezza d’onda è = vT. Indicata con x la distanza percorsa dall’onda nel tempo  in una determinata direzione, si ha   , per cui detto t un istante successivo a  , si ha . Consideriamo quindi l’equazione dell’onda relativa alla variabile , si ha
 A=
 Allora  è l’equazione delle onde armoniche, dove  si dice numero d’onda.
L’analogia tra ottica geometrica e la dinamica di una particella permise a De Broglie di considerare l’ipotesi di associare a una particella un’onda. Infatti, la teoria di Maxwell sull’elettromagnetismo stabilisce che un’onda monocromatica di assegnata frequenza  si propaga nel vuoto secondo una direzione individuata dal vettore d’onda k e ha come equazione la funzione complessa di variabile vettoriale e scalare , dove  è l’ampiezza dell’onda , ampiezza dell’onda e  pulsazione o frequenza angolare. Tale onda può essere immaginata come giacente in un piano con il fronte d’onda su un piano ortogonale  al vettore d’onda k, per cui si ha: kr.
Ciò permette di semplificare l’equazione nell’equazione . Per ogni fissato valore del tempo t, il moto del fronte d’onda si muove in concordanza di fase in modo che kr. I punti dello spazio individuati da r del fronte d’onda che soddisfano la relazione precedente, si trovano tutti alla stessa distanza  e sono raggiunti dall’onda a intervalli di tempo uguali al periodo , per cui il fronte d’onda avanza con velocità di fase uguale a        , che nel vuoto coincide con la velocità della luce. In un mezzo omogeneo, lineare e isotropo, la velocità di fase è , dove n = n() è l’indice di rifrazione.
La funzione d’onda  l’abbiamo già incontrata nell’esperienza della doppia fenditura chiamandola ampiezza di probabilità, dove l’accento sta a indicare che si tratta di un numero complesso, inoltre nel 1° postulato della fisica quantistica (di Max Born) abbiamo posto , come certamente ricorderete. In fisica quantistica sono sinonimi la funzione d’onda  (funzione di stato) e ampiezza di probabilità , quello che cambia è che al posto della lettera greca  (fi), usiamo la lettera greca (psi), per cui la probabilità che un oggetto quantistico si trovi all’istante t nel punto x, è il quadrato del modulo della funzione d’onda . La funzione d’onda è, per essere precisi una funzione delle quattro variabili reali x, y, z, t, continua con le sue derivate parziali dato il suo carattere deterministico, a valori complessi, definita appunto da , la cui legge di trasformazione è implicitamente definita come soluzione dell’equazione di Schrodinger. D’ora in poi, poiché sappiamo che si tratta di un numero complesso non metteremo più l’accento, semplificando quindi la notazione, per cui scriviamo la probabilità come . Nel caso particolare che la particella, considerata puntiforme, si muova lungo l’asse x, la funzione d’onda si riduce alla funzione (x, t) delle variabili reali x,t, spostamento da un punto di riferimento O di una lunghezza x nel tempo t. 
Poiché alloraè una funzione di x e t, per poter calcolare la probabilità che la particella si trovi nel punto x all’istante t fissato, bisogna calcolare la derivata della funzione P(x, t) rispetto alla variabile x, cioè  , la quale ha la caratteristica dimensionale di una densità. Ciò ci porta a dire che rappresenta la densità di probabilità che la particella si trovi nel punto x all’istante t e che il differenziale  è la probabilità infinitesima che la particella al tempo fissato t si trovi nell’intervallo (x, x+dx). Integrando sull’intervallo (a, b) dell’asse x la , si ottiene la probabilità che la particella si trovi in un certo istante tra a e b. Se facciamo il limite per a e b, tenendo costante t, otteniamo la probabilità, ovvero la certezza, che la particella si trovi all’istante t in un certo punto dell’intero asse x, rappresentata dall’integrale improprio, non tenendo conto di un fattore normalizzante,  Voglio chiarire questo punto. Il fatto è che la funzione  può assumere valori non necessariamente compresi tra 0 (probabilità dell’evento impossibile) e 1 (probabilità dell’evento certo), come deve essere quando si tratta della probabilità di un evento, per cui è opportuno porre  , dove  è un opportuno numero reale detto fattore di normalizzazione e  funzione normalizzata, in modo che risulti . Tale condizione si dice di normalizzazione, che equivale ad affermare che la funzione d’onda abbia norma unitaria, come vedremo tra breve. 
Si dice che l'insieme V è sostegno di uno spazio vettoriale sul campo K se in V è definita un'operazione binaria interna (+) per la quale (V,+) è un gruppo commutativo (ossia un gruppo abeliano) ed è altresì definita una legge di composizione esterna () K×V→V - detta prodotto esterno o moltiplicazione per uno scalare - per la quale valgono le seguenti proprietà:
1. ∀ a,b ∈ K, ∀ v ∈ V : a (b  v) = (ab)  v .                              Associatività del prodotto esterno
1. ∀ v ∈ V, 1  v = v .                                             1 è l’elemento neutro rispetto al prodotto esterno
1. ∀ a ∈ K, ∀ u, v ∈ V, a  (u + v) = a  u + a  v. Distributività del prodotto esterno rispetto all'addizione di vettori
1. ∀ a,b ∈ K, ∀ v ∈ V, (a + b)  v = a  v + b  v  Distributività del prodotto esterno rispetto all'addizione di scalari.   
La struttura algebrica così definita viene indicata con (V, K) o semplicemente con V laddove non ci siano equivoci sul campo di definizione. Per uno spazio V sopra un campo K gli elementi di K sono detti scalari o numeri, mentre gli oggetti di V si dicono vettori o punti. I vettori si simboleggiano con caratteri in grassetto, sottolineati o sormontati da una freccia. Tale linguaggio consente di sostituire la dicitura prodotto esterno con prodotto per uno scalare. Poiché la moltiplicazione per uno scalare è una legge di composizione esterna K×V→V si dice che V ha struttura di spazio vettoriale sinistro. Nulla vieta di definire la composizione con uno scalare a destra; in tal caso si parlerà di spazio vettoriale destro. Da queste proprietà, possono essere immediatamente dimostrate le seguenti formule, valide per ogni a in K e ogni v in V: ,a  0 = 0  v = 0 , (a  v) = (-a)  v = a  (-v), dove 0 è lo zero in K e 0 è lo zero in V. Uno spazio vettoriale reale o complesso è uno spazio vettoriale in cui K è rispettivamente il campo R dei numeri reali o il campo C dei numeri complessi.
Limitandoci a considerare funzioni d’onda definite in un istante fissato t, poiché le funzioni d’onda, in quanto funzioni, si possono sommare tra loro e moltiplicare per uno scalare, ottenendo altre funzioni d’onda  e , , l’insieme di tute le funzioni d’onda costituisce uno spazio vettoriale, per cui le funzioni stesse sono dei vettori nel senso che hanno le stesse proprietà algebriche di questi ultimi. In tale spazio funzionale si definisce il prodotto interno (prodotto scalare) tra due funzioni d’onda come , dove l’asterisco indica il complesso coniugato del numero complesso , il quale ha le seguenti proprietà:
1. +
1. 
1. , 
1. , .
E’possibile definire la norma di un vettore come
Lo spazio vettoriale delle funzioni d’onda, come dirò tra breve, è lo spazio hilbertiano    a infinite dimensioni, per cui se è una base dello spazio, cioè il massimo numero di vettori linearmente indipendenti, che sia ortonormale, ovvero , usando il delta di Kronecker, deve aversi lo sviluppo in serie di Fourier , dove  è la generica componente del vettore  secondo l’asse n-mo. Quindi è possibile scomporre una funzione d’onda nelle sue componenti rispetto a una determinata base ortonormale.
In questi incontri mi sono, per così dire, arrampicato sugli specchi, per rendere accessibile a uno studente di liceo scientifico una materia che, per essere ben compresa, ha bisogno di una conoscenza matematica profonda, e, per conoscenza profonda, intendo dire gli esami base di Analisi 1 e 2, geometria 1 e 2, Algebra, quindi di Geometria differenziale, Istituzioni di Analisi Superiore, Istituzioni di Analisi funzionale , come si studiano nei corsi di laurea in matematica oppure in quello di fisica. Se perciò ora dirò delle cose che non potete  capire, cercate di comprendere il senso globale del discorso, aspettando di frequentare un corso specialistico universitario per avere piena soddisfazione. Queste lezioni sono solo un’introduzione parziale e semplificata di un discorso complesso che, per essere trattato, ha bisogno di un supporto matematico specialistico. Hanno come unico scopo quello di stimolare la vostra curiosità e il vostro interesse.
Uno spazio Hilbertiano è uno spazio euclideo a infinite dimensioni completo. Completo significa che tutte le successioni di Cauchy sono convergenti. A tal proposito si dice che una successione è di Cauchy se per ogni  esiste un intero s tale che per ogni coppia d’indici n, m, risulti , significando ciò che per n, mallora  Si noti che nella definizione di successione di Cauchy il limite non è espresso esplicitamente come avviene nella definizione di limite. Si tenga presente che se una successione è convergente, allora essa è di Cauchy, ma il viceversa non vale in generale. Per comprendere pienamente quanto segue, occorre la conoscenza della teoria di Lebesgue sull’integrazione. 
Nel programma del 5°anno avete studiato gli integrali, ma quello che forse non sapete è che l’integrale definito su un intervallo, porta il nome del grande matematico tedesco Riemann. Le funzioni Riemann-integrabili sono soggette a condizioni piuttosto restrittive, mentre la teoria di Lebesgue sull’integrazione ci permette d’integrare una classe di funzioni molto più ampia; inoltre le funzioni Riemann-integrabili su un intervallo, sono anche Lebesgue integrabili. Il nocciolo della teoria di Lebesgue può essere considerato quello costituito dai teoremi di convergenza, i quali permettono di affrontare naturalmente molte operazioni di limite. Di più non posso proprio dire!
Se  è un sottoinsieme dello spazio euclideo di tutte le n-ple di numeri reali, consideriamo le funzioni  , definite nell’insieme A e a valori nel campo complesso C, aventi la proprietà di essere di quadrato sommabile, cioè, considerato il modulo quadrato del numero complesso f(x) risulta convergente l’integrale . L'insieme di tutte le funzioni misurabili su un dato dominio e che in esso sono a quadrato sommabile forma uno spazio di Hilbert detto spazio L2(A,C) ( L sta per Lebesgue), che è uno spazio vettoriale complesso i cui elementi sono le funzioni f, nel quale sono definite in modo naturale l’operazione interna di somma di funzioni e prodotto di uno scalare per una funzione, ottenendo ancora una funzione. 
La condizione di quadrato sommabilità è utile particolarmente nella meccanica quantistica poiché costituisce una richiesta base per funzioni che consentano di descrivere il comportamento dei sistemi fisici, conformemente all’interpretazione probabilistica. Per descrivere il comportamento nello spazio di una particella (senza spin) si utilizza la sua funzione d'onda della forma ψ(x,y,z) e per questa si richiede che esista e abbia valore finito un integrale della forma      . Abbiamo detto quando abbiamo parlato dei numeri complessi che la norma di un numero complesso è il quadrato del suo modulo, ovvero il quadrato del modulo del vettore che lo rappresenta e abbiamo usato il simbolo . La norma di un vettore deve poter soddisfare le seguenti proprietà: 1) essere non negativa. 2) essere nulla se e solo se il vettore è nullo. 3)la norma del prodotto di uno scalare per un vettore è uguale al prodotto del modulo dello scalare per la norma del vettore. 4) vale la proprietà triangolare, cioè la norma della somma di due vettori è minore o uguale alla somma delle norme dei due vettori. Questo ci permette di stabilire la lunghezza del vettore attraverso la sua norma. Nello spazio è possibile introdurre una norma che dà un’idea di quanto sono lunghi i vettori, cioè le funzioni, nel modo seguente  .  Bisogna fare però la seguente osservazione. In  s’identificano tra loro tutte quelle funzioni che differiscono tra loro solo su un insieme di misura nulla, come può essere l’insieme costituito da un sol punto. Valendo questo, la condizione 2) è soddisfatta, perché considerando elementi di una stessa classe la funzione ovunque nulla e le funzioni ovunque nulle tranne che in un insieme di misura nulla, risulta vero che se la norma di una di queste funzioni è nulla allora anche detta funzione è nulla. Dotato quindi di tale norma, tale spazio vettoriale si dice normato. In topologia si studia che uno spazio normato diviene uno spazio metrico perché dalla norma si può definire una metrica, cioè la distanza tra i punti dello spazio, che nel nostro caso sono le funzioni o i vettori, se vogliamo chiamare così le funzioni, essendo queste elementi di uno spazio vettoriale. Nel nostro caso si definisce la seguente metrica , dove il simbolo a sinistra indica appunto la distanza tra la funzione f e la funzione g, che è una funzione delle variabili f e g, perché variando le funzioni varia la loro distanza. Ora poiché la metrica  è indotta dal prodotto scalare  , con  complesso coniugato di g(x), lo spazio  è uno spazio Hilbertiano, uno spazio euclideo di dimensione infinita. Vediamo ora una notevole rappresentazione di un punto  che può essere decomposto in una serie di Fourier rispetto a una determinata base ortonormale, cioè un insieme al più numerabile di vettori (funzioni) tali che il loro prodotto scalare è dato da:
 , dove  e  è il simbolo di Kronecker.
A questo proposito ricordatevi i prodotti scalari ii =1, jj =1, k= 1, i= 0, ik = 0, jk = 0  che abbiamo incontrato precedentemente. In genere tutte le combinazioni lineari di una base , avente infiniti elementi se la base è composta da infiniti vettori, generano i vettori dello spazio, però esistono particolari sistemi ortonormali detti completi, tali che un qualsiasi vettore dello spazio può essere approssimato da una successione di combinazioni lineari finite dei vettori di tali basi. In questo caso lo spazio vettoriale generato da una tale base completa  è composto da tutte le combinazioni lineari finite di vettori di  e la sua chiusura coincide con lo spazio hilbertiano . Ci dobbiamo ora ricordare che, per avere il modulo della componente di un vettore lungo un asse, dobbiamo fare il prodotto scalare del vettore per il versore dell’asse, per cui il prodotto scalare  rappresenta il modulo della componente di f secondo l’asse n-mo di versore .
In conclusione, assegnata una base ortonormale completa ,  ogni vettore f (funzione ) dello spazio  coincide con la sua serie di Fourier  , dove i prodotti scalari  sono i coefficienti di Fourier associati a f. Inoltre la norma del vettore f  è data dall’eguaglianza di Bessel-Parseval   che, esprimendo che il quadrato della lunghezza del vettore f è uguale alla somma dei quadrati delle sue infinite componenti rispetto alla base , non è altro che l’estensione del teorema di Pitagora allo spazio Hilbertiano  L2(A,C). 
Se in particolare prendiamo come insieme A l’intervallo (-, lo spazio  è lo spazio delle funzioni di una variabile reale x a valori complessi di quadrato sommabile secondo Riemann, (riducendosi l’integrale di Lebesgue a quello di Riemann) tali che l’integrale definito dx sia convergente su tale intervallo. Una base ortonormale completa in tale spazio è il sistema di funzioni  , che conviene scrivere nel modo equivalente =.
Tale sistema è ortonormale perché:



Se n>m, applicando le formule di addizione e sottrazione (formule di Werner),  si ha:
  =   = dx =
                                                                                                               Se n>m, applicando le formule di addizione e sottrazione, si ha:

Se n>m, applicando le formule di addizione e sottrazione,  , si ha:
   .
Poniamo  , e 
 ,   , detti coefficienti di Fourier, di modo che si abbia :
+
+, 

che è lo sviluppo di Fourier di f(x).
Se la serie di Fourier converge uniformemente alla funzione f(x) nell’intervallo , si prova che i coefficienti della serie sono quelli definiti precedentemente, viceversa condizioni sufficienti affinché la serie di Fourier associata alla funzione f(x), dove i coefficienti sono
  , , , converga ad f(x) sono quelle di Dirichlet, che nel nostro caso possiamo sintetizzare supponendo che f(x) con la sua derivata prima siano generalmente continue in . In queste ipotesi la serie di Fourier converge a f(x) in tutti i punti in cui f(x) è continua (trascurando il caso dei punti in numero finito di discontinuità). Tali condizioni di Dirichlet sono solo sufficienti ma non necessarie, potendo, nel caso che esse non siano soddisfatte, la serie convergere o divergere. Comunque nel campo della fisica tali condizioni sono in genere garantite.
Riassumendo, il sistema ortonormale è completo nello spazio delle funzioni a valori complessi di quadrato sommabile sull’intervallo nel senso che ogni vettore-funzione  ha lo sviluppo 
dove la serie di Fourier a secondo membro è la serie di Fourier trigonometrica usuale. In termini topologici possiamo dire che lo spazio  coincide con la chiusura dell’insieme di tutte le combinazioni lineari finite dei vettori della base ortonormale , comportando ciò che ogni funzione dello spazio è approssimabile attraverso una successione di combinazioni lineari finite di elementi della base .
Risolvere l’equazione di Schrodinger significa determinare la funzione , attraverso la quale si può calcolare la probabilità P. Bisogna però sempre tenere presente che la funzione d’onda è solo un’analogia formale con la funzione d’onda della meccanica classica, nel senso che non può essere associata a una reale onda meccanica, restando esclusivamente una funzione matematica. A tal proposito bisogna dire che non c’è una completa concordanza su quest’argomento tra i fisici. In queste lezioni abbiamo voluto intendere la  in senso strettamente epistemologico e pragmatico come conoscenza dello stato di un oggetto quantistico, mentre alcuni sono inclini a un’interpretazione non contraddittoria di tipo realistico, ipotizzando la possibilità di un collasso dinamico in una componente della funzione d’onda .
Ora cercheremo di ricavare l’equazione di Schrodinger  limitatamente a una particella di massa m avente velocità  v non relativistica, cioè significativamente minore di quella della luce, priva di vincoli esterni e quindi libera di muoversi. Questo significa supporre che essendo nulla l’energia potenziale, l’energia totale della particella si riduce alla sola energia cinetica. Partiamo quindi dalla sua quantità di moto, si ha: 
.
Poiché l’equazione della lunghezza d’onda di De Broglie stabilisce che la quantità di moto della particella è data da   , dove è il numero d’onda, si  ottiene l’espressione dell’energia . Ma sappiamo che l’equazione di Planck indica che , da cui eguagliando si ottiene la relazione esprimente l’energia   .
Essendo la particella libera nello spazio e di conseguenza sull’asse x, deve essere nullo  al variare del tempo t il potenziale  V(x,t) = 0; d’altra parte, avendo una massa m, la particella possiede un’onda di materia di De Broglie data da  , da cui derivando parzialmente rispetto al tempo si ottiene 
, mentre derivando parzialmente rispetto ad x  si ha:
, quindi derivando successivamente si ottiene la derivata parziale seconda             = .
Nell’equazione  , esprimente l’energia della particella, moltiplicando ambo i membri per il fattore -, si ottiene :
())

,                    che è l’equazione di Schrdinger per una particella libera.
Nel caso poi che il campo esterno non è nullo per cui , l’energia della particella è 
, si può dimostrare che (x, t) è soluzione dell’equazione più generale di Schrdinger nel caso monodimensionale per una particella vincolata
 ,
dove la sua soluzione (x, t) non è solo la particolare onda di De Broglie , ma la generale funzione d’onda. 
Nel caso più complesso tridimensionale, la funzione d’onda dipende dalle variabili reali x,y,z. A questo scopo introduciamo  l’operatore vettoriale  (leggi “del” oppure “nabla”) definito dall’eguaglianza 
, con i, j, k versori degli assi x, y, z , che per avere significato bisogna mettere a destra di essa qualcosa, ossia una funzione, con cui operare. Si tratta di un vettore le cui componenti sono gli operatori di derivazione parziale prima secondo gli assi coordinati, ma  non si tratta di un vettore vero e proprio di R ³. Allora data la funzione scalare r = r(x, u, z), si ha 
, che risulta essere la rappresentazione cartesiana del vettore gradiente della funzione r    
 , che in alcuni testi datati è indicato con il simbolo grad r. Il gradiente ha l’importantissima proprietà di essere perpendicolare alla superficie  φ = k   in ogni suo punto  
(dove  k  è una costante qualunque) 
Se al posto di una funzione scalare, usiamo una funzione vettoriale r = r(x, u, z), il prodotto scalare simbolico (ora usiamo il simbolo  per indicare il prodotto scalare)  prende il nome di divergenza del vettore r ed è uno scalare, formato dalla somma delle derivate parziali prime delle componenti del vettore rispetto agli assi coordinati nell'ordine che in alcuni testi è indicato con il simbolo div r. 
Dato un vettore  r dello spazio   si definisce l'operatore rotore facendo il prodotto vettoriale fra il nabla  
e il vettore suddetto : , che viene indicato talvolta con rot r che è quindi un vettore.
Consideriamo ora il vettore gradiente  della funzione scalare r, quindi il prodotto scalare simbolico tra l’operatore del  e il gradiente  , che prende il nome di laplaciano della funzione scalare       r(x, y, z) e che  risulta essere la divergenza del gradiente di r, ottenuto applicando successivamente l’operatore  alla funzione scalare r. Allora  possiamo definire come parametro differenziale secondo o laplaciano l’operatore , tenendo conto  che l'applicazione dell'operatore derivata parziale prima    su se stesso produce l'operatore derivata parziale seconda 
il laplaciano applicato ad r dà
  . Il laplaciano di uno scalare è quindi uno scalare che occupa un ruolo molto importante nelle applicazioni fisiche.
Il parametro differenziale primo è invece
 . Il laplaciano è un operatore lineare poiché , come si dimostra facilmente applicando la definizione, inoltre vale la seguente proprietà .
Il laplaciano di una funzione vettoriale r = r (x, y, z) differenziabile fino ad almeno il secondo ordine, è un vettore definito dall’avere come componenti i laplaciani delle rispettive componenti scalari  del vettore r, cioè , avente come espressione cartesiana 
k  .
Ora se r = r (x, y, z) è il vettore posizione del punto dello spazio p(x, y, z) di lunghezza                      distanza di P dall’origine O, se indichiamo con  gli assi x, y, z e  i rispettivi versori i, j, k, valendo l’equazione di Schrdinger nel caso lineare per una particella libera, si ha:
 ,  i =1, 2, 3, dalle quali segue tenendo presente che

   per j, k =1, 2, 3 e  , segue 
           ,  i =1, 2, 3,  donde

   ,   (i =1, 2, 3)  

      
	



che è l’equazione di Schrdinger in forma vettoriale, dove  è il laplaciano del vettore d’onda             , avente come componenti i laplaciani delle funzioni d’onda componenti, ossia  .
Nel caso generale in cui il potenziale  , si ha l’equazione di Schrdinger nel caso in cui la particella si muove in un campo di forze 
	


.
La funzione d’onda , soluzione di questa equazione, descrive un’onda probabilistica dello spazio delle configurazioni o  delle fasi, il quale è uno spazio matematico pluridimensionale in cui sono descritti tutti i possibili stati di un oggetto quantistico nel senso della fisica classica. E’opportuno dire a questo punto qualcosa sullo spazio delle fasi.
Si dice grado di libertà o coordinata lagrangiana di un sistema meccanico un parametro atto a individuare la posizione e la configurazione del sistema; il numero di gradi di libertà di un sistema meccanico è il numero minimo di gradi di libertà indipendenti . Ad esempio un punto materiale in un piano libero di muoversi, ha due gradi di libertà, mentre nello spazio ne ha tre; nel caso di un corpo girevole attorno ad un asse fisso, l’unico grado di libertà è l’angolo diedro formato da due piani la cui giacitura è l’asse di rotazione. Un corpo nello spazio ha sei gradi di libertà, tre coordinate per individuare un suo punto P e tre angoli, la latitudine, la longitudine e uno per la rotazione attorno all’asse individuato dal baricentro del corpo e il punto P.
Lo stato dinamico del sistema è descritto dalla derivata rispetto al tempo delle coordinate lagrangiane che costituiscono l’atto di moto del sistema. Bisogna quindi aggiungere alle coordinate lagrangiane  (i = 1, 2,…, n) i momenti coniugati   (i = 1, 2,…, n), che nel caso particolare di un punto materiale che si muove su una traiettoria prestabilita, si riducono alle quantità di moto p = mv . Nel caso di un corpo rigido non vincolato, per i = 1, 2, 3 si prendono le coordinate del baricentro x, y, z, mentre per i = 4, 5, 6 in corrispondenza ai tre angoli, si prendono i momenti angolari (momenti delle quantità di moto) rispetto al baricentro come polo     . Allora, dato un sistema dinamico ad n gradi di libertà, fissate le coordinate lagrangiane   e i corrispondenti momenti coniugati , lo spazio delle fasi ( introdotto da Gibbs) detto pure spazio  ( leggi mu) (introdotto da Paolo e Tatiana Ehrenfest) è lo spazio a 2n dimensioni in cui un punto P ha coordinate . La meccanica analitica e statistica utilizza tale spazio matematico astratto.
Nell’equazione di Schrdinger, il termine   che determina l’evoluzione nel tempo della funzione d’onda, può essere sinteticamente scritto usando l’operatore di Hamilton (operatore differenziale complesso)  , ottenendo   . Se allora poniamo , l’equazione di Schrdinger assume la forma estremamente concisa ed espressiva 
	


       
La determinazione della funzione d’onda  , soluzione dell’equazione, permette di stabilire lo stato del sistema quantistico e l’equazione consente lo sviluppo del cosiddetto modello atomico della meccanica ondulatoria per mezzo del quale si può descrivere lo stato dell’elettrone attorno al nucleo. Infatti, valendo la relazione , la risoluzione dell’equazione permette di conoscere la probabilità di trovare l’elettrone al tempo t in un punto dello spazio determinato dal vettore posizione .
Grazie all’equazione di Schrdinger, si poté sviluppare il modello della meccanica ondulatoria dell’atomo, più soddisfacente dei precedenti. L’interpretazione fisica che ogni soluzione (r) indipendente dal tempo è relativa a un’onda stazionaria a cui corrisponde un orbitale dell’elettrone definito da uno stato discreto possibile di quest’ultimo conformemente all’interpretazione probabilistica di Born. Essendoci quindi nello spazio zone con differenti distribuzioni di probabilità, non ha senso parlare, come nell’atomo di Bohr, di una precisa orbita dell’elettrone, bensì di nuvola di carica più o meno densa, in cui la probabilità di trovare l’elettrone è maggiore o minore.
I limiti dell’equazione originale di Schrdinger è di valere solo nel caso non relativistico, cioè di considerare particelle che si muovono con velocità piccole rispetto a quelle della luce; inoltre le stesse particelle sono supposte non ruotanti, avendo quindi momento angolare nullo, in una parola prive di spin.
Avrei ancora molto da dire sull’equazione di Schrdinger, ma mi serve molta matematica, una matematica che per il momento voi non conoscete, quindi mi fermo qui. Se siete però interessati a questi, come ad altri argomenti di fisica o di matematica, contattatemi a scuola, sarò felice di soddisfare le vostre richieste.
Vi ringrazio dell’attenzione e mi scuso se non sono stato abbastanza chiaro o esauriente nel trattare un argomento di tale complessità.
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